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Strahinja Gvozdiæ i Milica Šobot

Metod drugog momenta i

sluèajni grafovi. Zero-sum

Remzijevi brojevi

Probabilistièki metod je tehnika koja se u mate-
matici koristi za dokazivanje postojanja nekih
struktura sa odreðenim osobinama. Posmatraæe
se njegova primena u razlièitim oblastima mate-
matike, ukljuèujuæi kombinatoriku, teoriju gra-
fova, Remzijevu teoriju, teoriju brojeva itd. Rad
se bavi primenom metoda drugog momenta na
probleme tra�enja funkcija praga odreðenih
svojstava u klasiènom sluèajnom grafu i u pro-
storu verovatnoæe u kome na n èvorova postav-
ljamo trouglove na sluèajan naèin. Dalje uvodi-
mo pojam sluèajne vektorske promenljive i
primenjujemo njena svojstva u dokazu konkret-
nog problema. Na kraju, baviæemo se Zero-sum
Remzijevom teorijom i predstaviæemo dobijeno
poboljšanje ocene iz korišæene literaure za zero-
-sum bipartitni Remzijev broj grafa Kn,n.

Uvod

Probabilistièki metod je nekonstruktivni
metod koji nam omoguæava dokazivanje posto-
janja struktura s odreðenim svojstvom bez znanja
o tome kako se ta struktura mo�e zaista pronaæi.
Prve primene metoda se vezuju za maðarskog
matematièara Pala Erdeša (Erdõs Pál, 1913-
-1996). Metod se zasniva na primeni nekoliko
razlièitih ideja koje na primer ukljuèuju dokazi-
vanje da se struktura javlja s pozitivnom verovat-
noæom, što nam daje da sigurno postoji neki
kompleks uslova pod kojima se data sktruktura
pojavljuje. Primena probabilistièkog metoda je
vrlo široka i obuhvata probleme iz razlièitih
grana matematike, ukljuèujuæi kombinatoriku,

teoriju grafova i teoriju brojeva. U mnogim od tih
problema probabilistièki metod daje ocene koje
znaèajno prevazilaze one dobijene primenama
drugih, konstruktivnih metoda. Mi se u ovom
radu zadr�avamo pre svega na primeni u teoriji
grafova i teoriji brojeva, a zainteresovani èitalac
se mo�e bolje upoznati sa metodom u knjizi
Alona i Spensera (Alon i Spencer 2000), dok u
beleškama predavanja profesora Matušeka i
Vondraka (Matoušek i Vondrák 2008) mo�e naæi
dodatne primere, kao i sa�et pregled najkoris-
nijih tvrðenja i postupaka pri korišæenju proba-
bilistièkog metoda. Što se tièe upoznavanja sa
osnovama teorije verovatnoæe, upuæujemo na be-
leške predavanja profesora Bercekasa i Ciciklisa
(Bertsekas i Tsitsiklis 2000). Za detaljno upozna-
vanje sa teorijom sluèajnih grafova i njihovom
primenom, èitalac mo�e koristiti knjigu Bele Bo-
lobaša (Bollobás 1985). Kao osnovu za prouèa-
vanje zero-sum Remzijevih brojeva, dajemo dva
rada Jaira Karoa (Caro 1992; 1996), kao i rad
Eve Silaði i Branislava Šobota (2017).

Osnovni pojmovi i tvrðenja

Uvedimo prvo neke od osnovnih pojmova
verovatnoæe kojima æemo se slu�iti u radu. Ne-
æemo se zadr�avati na aksiomatskom zasnivanju
verovatnoæe, veæ æemo dati samo osnovne defi-
nicije i tvrðenja.

Polazni pojam u teoriji verovatnoæe jeste
skup elementarnih dogaðaja, u oznaci% . Bilo
koji podskup% se naziva dogaðajem. Skup svih
dogaðaja koji mogu nastupiti kao ishod nekog

ogleda se naziva poljem dogaðaja, u oznaci F.
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Definicija 1 (&-polje). Familija F podsku-

pova od% se naziva &-poljem ako zadovoljava:

1)%�F ,

2) ako A �F, onda A �F,

3) ako A A1 2, ,��F, onda Aii�

�

�
1� F.

Definicija 2 (aksioma verovatnoæe). Presli-

kavanje P: F 	� se naziva verovatnoæom nad

&-poljem ako va�i:
1) P( )% �1,

2) A �F' �P A( ) 0,

3) � �A A P A P Ai j ii ii
� �(' �

�

�

�

�

� �1 1
( ),

za sve A A1 2, ,��F.

Napomena: Umesto simbola unije dogaðaja,
koristiæemo simbole +, odnosno ), ukoliko su ti
dogaðaji svi disjunktni.

Definicija 3. Ureðena trojka (%, F, P) u kojoj

je% skup elementarnih dogaðaja, F je &-polje

nad tim skupom i P je verovatnoæa nad F, naziva
se prostorom verovatnoæe.

Ove definicije nam omoguæavaju da u odgo-
varajuæem prostoru verovatnoæe izvedemo os-
novna tvrðenja, poput oblika uslova pod 3) u obe
gornje definicije &-polja i aksiome verovatnoæe
sa konaèno mnogo sabiraka, te teoreme zbira:

P A B P A P B P AB( ( ) ( ) ( )� � � 
 ,

gde sa AB oznaèavamo presek skupova A i B.
Potrebno je prikazati i pojam uslovne vero-

vatnoæe, i s njom u vezi, nezavisnih dogaðaja.
Naime, verovatnoæa dogaðaja A pod uslovom
ispunjenja dogaðaja B, u oznaci P(A|B), jeste
koliènik verovatnoæe preseka dogaðanja A i B i
verovatnoæe dogaðanja B:

P(A|B) =
P AB
P B
( )

( )
.

Za dogaðaj A ka�emo da je nezavisan od do-
gaðaja B ako je verovatnoæa nastupanja A pod
uslovom nastupanja B jednaka bezuslovnoj vero-
vatnoæi nastupanja A, tj. P(A|B) = P(A). Iz de-
finicije uslovne verovatnoæe dobijamo da je tada

P(A) = P(A|B) =
P AB
P B
( )

( )
, tj. P(AB) = P(A)P(B), pa

u sluèaju nezavisnih dogaðaja „verovatnoæa pro-
lazi kroz proizvod”.

Zakon totalne verovatnoæe. Ako su H1,�

�, Hn disjunktni dogaðaji èija je unija ceo skup

%, i A neki dogaðaj, va�i:

P A P A H P Hi
i

n

i( ) ( | ) ( )�

�

�
1

.

Dolazimo do pojma (diskretne) sluèajne pro-
menljive, jednog od najva�nijih u daljem radu.

Definicija 4. Za zadati prostor verovatnoæe

(%, F, p), diskretna sluèajna promenljiva X :% 	

	� je preslikavanje iz skupa elementarnih do-
gaðaja u skup realnih brojeva takvo da jeX( )%

prebrojiv skup i va�i da je X a


�
1( ) F za svako

realno a.
Pošto æemo se u radu baviti samo diskretnim

sluèajem, sluèajnu promenljivu X mo�emo pri-
kazati na sledeæi naèin:

X
x x x
p p p

n

n

~ 1 2

1 2

�

�

�

�

�

�

�

�.

To znaèi da se neka vrednost xi u sluèajnoj pro-
menljivoj X javlja s verovatnoæom pi, tj. da je
verovatnoæa da nastupi neki od elementarnih do-
gaðaja èija je vrednost u sluèajnoj promenljivi xi

jednaka upravo pi. Primetimo da su elementarni
dogaðaji diskjunktni i da se preslikavanje vrši iz
celog skupa % . Zbog toga zbir verovatnoæa ja-
vljanja svih moguæih vrednosti sluèajne promen-
ljive mora biti 1, odnosno pii

n
�

�
� 1

1
.

Pojmovi koje æemo sledeæe definisati su ta-
koðe veoma va�ni i pro�imaæe se kroz ceo rad.

Definicija 5. Matematièko oèekivanje slu-

èajne promenljive X u oznaci E(X) je broj koji

definišemo formulom x P X xi ii
( )�� , gde su xi

vrednosti iz kodomena sluèajne promenljive.
Na primer, pri bacanju kockice, svi brojevi su

jednako verovatni. Sluèajna promenljiva koja
svaki elementarni dogaðaj, odnosno pad broja n
na kockici, slika u taj broj n ima oèekivanje:

1
1

6
2

1

6
6

1

6
� � � ��� � � 3.5

(primeæujemo da pritom broj 3.5 ne postoji na
kockici).

Definicija 6. Zbir sluèajnih promenljivih X i
Y je sluèajna promenljiva X + Y koja uzima sve
moguæe vrednosti zbira neke dve vrednosti x i y
promenljivih X i Y, sa verovatnoæom preseka
dogaðaja da X uzima vrednost x i da Y uzima
vrednost y. Proizvod sluèajnih promenljivih X i Y
je sluèajna promenljiva XY koja uzima sve mo-
guæe vrednosti proizvoda neke dve vrednosti x i y
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promenljivih X i Y, sa verovatnoæom preseka do-
gaðaja da X uzima x i da Y uzima y.

Matematièko oèekivanje ima mnoga korisna
svojstva, koja navodimo bez dokaza:

1) Ako je c konstanta, E(cX) = cE(X).
2) Ako je X Y� , E X E Y( ) ( )� .
3) E X Y E X E Y( ) ( ) ( )� � � (zbir sluèajnih pro-

menljivih X i Y je sluèajna promenljiva X Y�
koja uzima sve moguæe vrednosti zbira neke dve
vrednosti x i y promenljivih X i Y, sa verovat-
noæom preseka dogaðaja da X uzima vrednost x i
da Y uzima vrednost y).

4) Ako su X i Y nezavisne sluèajne promen-
ljive, E(XY) = E(X)E(Y) (proizvod sluèajnih pro-
menljivih se definiše slièno kao zbir).

Zadr�aæemo se posebno na svojstvu pod 3).
Njegova moæ se krije u tome što va�i nevezano
od toga da li su promenljive zavisne ili neza-
visne. Zbog toga se problem tra�enja vrednosti
oèekivanja neke promenljive mo�e razlo�iti na
tra�enje oèekivanja njenih sabiraka, koji su èesto
istovetni, i dakle imaju jednaka oèekivanja.

Od velikog znaèaja æe biti takozvane indi-
katorske sluèajne promenljive nekog dogaðaja A,
u oznaci IA . One uzimaju vrednost jedan ako je
dogaðaj ispunjen, inaèe nula. Njihovo oèeki-
vanje je prema tome jednako verovatnoæi nastu-
panja dogaðaja A.

Sada æemo dokazati takozvanu Markovljevu
nejednakost.

Teorema 7. Za sve sluèajne promenljive koje
uzimaju iskljuèivo nenegativne vrednosti va�i:

P X a
E X

a
( )

( )
� � .

Dokaz. Primetimo da va�i aI XX a� � jer kada
je X < a, indikatorska promenljiva ima vrednost
nula, a X je nenegativno, dakle veæe ili jednako
nuli; inaèe je leva strana nejednakosti jednaka a,
a desna X, što je opet veæe ili jednako a u ovom
sluèaju. Uzmimo oèekivanja obe strane. Po svoj-
stvu 2) matematièkog oèekivanja, nejednakost
va�i i izmeðu oèekivanja leve i desne strane,
dakle: aP(X � a) = aE(IX a� ) = E(aIX a� ) � E X( ),
odakle neposredno sledi Markovljeva nejed-
nakost. �

Definicija 8. Matematièko oèekivanje slu-
èajne promenljive ( ( ))X E X k


 nazivamo cen-
tralni moment reda k sluèajne promenljive X u
oznaci * k X( ). Dakle, � �* k

kX E X E X( ) ( ( ))� 
 .

Definicija 9. Disperzija ili varijansa je cen-
tralni moment drugog reda sluèajne promenljive
X, a vrednost kvadratnog korena disperzije nazi-
vamo standardnom devijacijom. Disperziju ozna-
èavamo sa Var(X), a standardnu devijaciju sa

&( ) ( )X X� Var .

Ispostavlja se da se varijansa mo�e raèunati i
po sledeæoj formuli:

Var( ) ( ) ( )X E X E X� 

2 2 .

Varijansa nam zapravo slu�i da izrazimo od-
stupanje vrednosti sluèajne promenljive od njene
oèekivane vrednosti. Na primer, sluèajne pro-
menljive:

X ~
. .
�

�

�

�

�

�

�

�

0 1 0 0 1
1

3

1

3

1

3

, Y ~

�

�

�

�

�

�

�

�

100 0 100
1

3

1

3

1

3

imaju ista oèekivanja (nula), ali je jasno da vred-
nosti Y odstupaju od nule daleko više nego vred-
nosti X. Upravo zbog toga se uvodi pojam va-
rijanse. Iako na prvi pogled izgleda logiènije
definisati varijansu kao E X E X(| ( )| )
 , odnosno
kao oèekivanje apsolutne vrednosti odstupanja,
upravo zbog svojstva koje ona treba da prika-
zuje, to nije sluèaj iz tog razloga što apsolutne
vrednosti nisu zgodne za raèunanje i ne pru�aju
nam svojstva koja ima ovako definisana vari-
jansa (c je konstanta):

1) Var (X) � 0
2) Var (c) = 0
3) Var (cX) = c2Var (X)
4) Var (X + c) = Var (X)
5) Ako su sluèajne promenljive X Xn1, ,� po

parovima nezavisne:

� �Var VarX Xii

n

ii

n

� �
� ��1 1

( ).

Definicija 10. Kovarijansom dve sluèajne
promenljive X i Y, u oznaci Cov(X, Y), nazivamo
razliku oèekivanja promenljive XY i proizvoda
oèekivanja X i Y, odnosno:

Cov Cov( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )X Y Y X E X Y E X E Y� � 
 .

Ako su X i Y nezavisne, jasno je da je njihova
kovarijansa jednaka nuli.

Teorema 11. Ako je sluèajna promenljiva X
zbir sluèajnih promenljivih X Xn1, ,� , onda ima-
mo:



Var Var Cov( ) ( ) ( , )
~

X X X Xi
i

n

i j
i j

� �

�

� �
1

,

gde i j~ oznaèava da su X i i X j zavisne (inaèe je
kovarijansa nula).

Dokaz.
Var ( ) ( ) ( ( ))X E X E X� 
 �

2 2

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


�

�

�

�

�

� �

� �

� �E X E Xi
i

n

i
i

n

1

2

1

2

( )

� � 
 


� �

� � �E X E X X E Xi
i

n

i j
i j

i
i

n

( ) ( , ) ( )
,

2

1

2

1

� �
 � 
 �� �
�

E X E X E X E Xi j

i j

i i

i

n

( ) ( ) ( ) ( )
,

2 2

1

� �� 
 �� E X X E X E Xi j i j
i j

( ) ( ) ( )
,

� �

�

� �Var Cov( ) ( , )
~

X X Xi
i

n

i j
i j1

.

Dalje slede tvrðenja na kojima se zasniva pri-
mena metoda drugog momenta i njegov opis.
Više o zasnivanju verovatnoæe se mo�e naæi u
literaturi (Bertsekas i Tsitsiklis 2000).

Teorema 12 (nejednakost Èebiševa). Za sve
nenegativne sluèajne promenljive i realne a va�i:

P X a
E X

a
( )

( )
� �

2

2
.

Dokaz. Primetimo sledeæe: X a� ' X a2 2
� ,

jer je X nenegativno. Dakle, iz Markovljeve ne-
jednakosti:

P X a P X a
E X

a
( ) ( )

( )
� � � �

2 2
2

2
.

Primena Èebiševljeve nejednakosti se naziva
metod drugog momenta. Zapravo je uobièajenija
sledeæa direktna posledica ove nejednakosti:

Posledica 13. P E X X a
X

a
(| ( ) | )

( )

 � �

Var
2

.

Posledica 14.

P X P E X X E X
X

E X
( ) (| ( ) | ( ))

( )

( )
� � 
 � �0

2

Var
.

Pre nego što damo ostale posledice, potrebno
je da uvedemo pojam o-notacije, odnosno Bah-
man-Landau notacije. Pisaæemo f n O g n( ) ( ( ))�

ako je f asimptotski ogranièen odozgo sa g, od-

nosno ako va�i ( )( )( | ( ( ))+ � + , � �k n n n f n g n0 0 0 .
Slièno uvodimo f n g n( ) ( ( ))� - kao oznaku da je

f asimptotski ogranièen i odozdo i odozgo sa g,

f n o g n( ) ( ( ))� kao oznaku da je f asimptotski
manje od g (u gornjem uslovu je umesto manje
ili jednako strogo manje), i f n g n( ) ( ( ))� . kao
oznaku da je f asimptotski veæi od g.

Posledica 15. Ako je ( ) ( ( ) )X o E X�
2 , onda je

za E X( ) 	�, P X( )� 	0 0.
Ako se X mo�e zapisati kao zbir nezavisnih

indikatorskih promenljivih X Xn1, ,� , imamo:

( ) ( ) ( )X p p p E Xi i� 
 � �1 ,

gde je E X pi( ) � , odakle je:

Var( ) ( ) ( )X E X E Xi
i

n

i
i

n

� �

� �� �

1 1

.

Takoðe:

Cov( , ) ( ) ( ) ( )X X E X X E X E Xi j i j i j� 
 �

� � �  � � �E X X P X X P A Ai j i j j j( ) ( ) ( )1 1 ,

gde su Ai i Aj dogaðaji koji odgovaraju indikato-
rima X i i X j redom. Oznaèimo P A Ai ji j

( )
~

��

sa / ( , , )A An1
� .

Posledica 16. Ako je /( , , ) ( ( ) )A A o E Xn1
2

� �

i E X( ) 	�, onda je X � 0 gotovo uvek.
Dokaz.

P X
X

E X
E X A A

E X
n( )

( )

( )

( ) ( , , )

( )
� � �

� �
0

2

1

2

Var /
.

Prvi sabirak brojioca razlomka sa desne
strane je mnogo manji od imenioca, kao i drugi
sabirak, prema uslovu, pa i ceo razlomak mora
biti mnogo manji od 1, tj. za E X( ) 	�, X je 0
gotovo nikad. �

Dalje imamo, P A A P A A P Ai j i j j( ) ( | ) ( )� . Ako
uzmemo da su A An1, ,� simetrièni dogaðaji (tj.
da za bilo koja dva i i j postoji preslikavanje pro-
stora verovatnoæe u samog sebe koje èuva vero-
vatnoæu i šalje Ai u Aj), imamo:

/( , , ) ( | ) ( )
~

A A P A A P An i j
i j

j1 � � ��

� ��
�

P A P A Aj i j
i jj

n

( ) ( | )
~1

.

Primetimo da je P A Ai ji j
( | )

~� nezavisno od

izbora j, zbog simetriènosti A An1, ,� , i oznaèimo

tu sumu sa/0 �( , , )A An1 onda kada postoji. Sada:
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/ /( , , ) ( ) ( , , )A A P A A An i
i

n

n1

1

1� � � �

�

0

�

� � � �
0

�

0

�

� �/ /( , , ) ( ) ( , , ) ( )A A P A A A P An i

i

n

n i

i

n

1

1

1

1

/
0

�( , , ) ( )A A E Xn1 .

Dakle:
Posledica 17. Ako je /0 � �( , , ) ( ( ))A A o E Xn1 i

E X( ) 	�, onda je X � 0 gotovo uvek.
Dokaz.

Var( ) ( ) ( , , )X E X A An� � � �/ 1

� � � � �
0E X E X A A E X o E Xn( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ( ))/

1

� o E X( ( ) )2 ,

što sledi iz posledice 16.

Sluèajni grafovi

Definicija 18. Sluèajnim grafom G(n, p) sa n
èvorova nazivamo prostor verovatnoæe u kome
svaka grana postoji nezavisno od ostalih sa vero-
vatnoæom p.

U ovako definisanom prostoru verovatnoæe
interesuju nas verovatnoæe da graf ima neko
svojstvo, npr. da sadr�i ciklus du�ine tri. For-

malno, svojstvom A grafa nazivamo bilo koju
familiju grafova zatvorenu za izomorfizme.
Ka�emo da graf ima svojstvo A ako pripada fa-

miliji A.

Definicija 19. Svojstvo A je monotono ako za

svaki graf u familiji A, svi njegovi nadgrafovi
(odnosno svi grafovi koji sadr�e njegovu kopiju

kao podgraf) pripadaju familiji A.

Definicija 20. Preslikavanje f : A 	B je mo-

notono rastuæe ako su na A i B definisane relacije
poretka �A i �B, redom, i va�i:

( , ) ( ( ) ( )), � � ' �x y A x y f x f yA B .

Preslikavanje f A B: 	 je monotono opada-
juæe ako su na A i B definisane relacije poretka �A

i �B, redom, i va�i:

( , ) ( ( ) ( )), � � ' �x y A x y f y f xA B .

Ka�emo da je f monotona ako je monotono
rastuæa ili monotono opadajuæa.

Posmatrajuæi neki graf H i svojstvo da G(n, p)
sadr�i H kao svoj podgraf (što zapravo znaèi da

familiji A iz prethodnih definicija pripadaju svi

grafovi nad n èvorova sa H kao podgrafom),

vidimo da je to svojstvo monotono po definiciji.

Mi æemo se zapravo u ovom delu rada i baviti

svojstvima tipa G(n, p) sadr�i H kao podgraf. Za

to nam je bitna veza izmeðu monotonosti svoj-

stva i monotonosti verovatnoæe pojavljivanja tog

svojstva, koju navodimo u nastavku.

Lema 21. Oznaèimo sa P(G(n, p)�A vero-

vatnoæu da sluèajan graf iz prostora G(n, p) ima

svojstvo A. Tada je P(G(n, p)) monotona u funk-

ciji od p�[0, 1].
Dokaz. Ako je p q� , za sluèajan graf G(n, q)

mo�emo uvek uzeti neki sluèajan graf G(n, r)

takav da je G(n, q)�G(n, r) ekvivalentan G(n, p)

(tj. mo�emo naæi prostor verovatnoæe G(n, r)

takav da njegova unija sa G(n, q) daje prostor

verovatnoæe u kome grane postoje sa izabranom

verovatnoæom p , za r koje zadovoljava

p q q r� � 
( )1 . Zbog monotonosti A je onda:

P G n q( ( , )�A) � � �P G n q G n r(( ( , ) ( , )) A) =

= P G n p( ( , ))�A),

što nam je i trebalo. �

Dakle, ako posmatramo krajnje vrednosti p
za monotono svojstvo A, npr. postojanje ciklusa

du�ine èetiri, imamo da za p = 1 mora postojati

ciklus (jer tada sigurno imamo sve grane), dok za

p = 0 ne mo�e postojati. Zbog monotonosti,

moguæe je da æe postojati neka središnja vrednost

r, takva da æe se za sve p >> r (odnosno p r� .( )

dato svojstvo pojavljivati gotovo uvek, dok se za

sve p <<r neæe pojavljivati gotovo nikad. Ako za

dovoljno veliko n ta središnja vrednost postoji,

nazivamo je funkcijom praga. Dajemo sada i

formalnu definiciju:

Definicija 22. r(n) nazivamo funkcijom

praga svojstva A ako va�i sledeæe:

(1) p << r'
	�

lim
n

P(G(n, p)�A) = 0,

(2) p >> r'
	�

lim
n

P(G(n, p)�A) = 1.

U tra�enju funkcije praga monotonih svoj-

stava, jedno od glavnih pomoænih tvrðenja je

Èebiševljeva nejednakost, odnosno primena

metoda drugog momenta. Pored nje, èesto se ko-

risti i ocena koju sada navodimo.

Lema 23. Za nenegativnu celobrojnu slu-

èajnu promenljivu X va�i:



P X E X( ) ( )� �0 .

Dokaz. Direktno iz Markovljeve nejedna-
kosti i èinjenice da je:

P X P X( ) ( )� � �0 1 . �

Teorema 24. Funkcija praga svojstva da

G(n, p) sadr�i podgraf K4 je n



2

3 .

Dokaz. Oznaèimo sa X dogaðaj da G(n, p)

sadr�i K4 za podgraf. Èetiri èvora biramo na
n
4

�

�

�

�

�

�

naèina i imamo da je verovatnoæa da sve grane
izmeðu tih èvorova postoje p6. Imamo nejed-
nakost P X E X( ) ( )� �0 , što je ustvari:

p
n

p n p
i

n

6

1

4

6 4 6

4
�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� ~ .

�elimo da za p << r n( ), oèekivanje bude o(1),
odnosno da te�i nuli za veliko n, i dobijamo
funkciju praga:

r n p
n

n( ) � � �


1
4

6

2

3 .

Sada koristimo direktnu posledicu nejednakosti

Èebiševa P X
X

E X
( )

( )

( )
� �0

2

Var
i raèunamo vari-

jansu:

Var Var( )X X X X n� � ���

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

1 2

4

E X X X n1 2

4

2

� ���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�



�

�

�

�

�

�


 � ���

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

E X X X n1 2

4

2

� �� 
 �

�

�

�

�

�

�

�

� E X E Xi i
i

n

( ) ( )2 2

1

4

� �� 
 �

� � �
�

�

�

�

�

�

�2

1
4

E X X E X E Xi j i j

i j
n

( ) ( ) ( )

�
�

�

�

�

�

� 
 �
�

�

�

�

�

� 
 

�

�

�

�

�

� 


n
p p

n
n n p p

4 4
4 5

4

2
6 12 11( ) ( ) ( ) ( 12) �

�
�

�

�

�

�

� 
 


n
n p p

4
4 9 12( ) ( ).

Za poslednju od ovih suma smo razmatrali
samo sluèajeve da Ai i Aj imaju 2, odnosno 3
zajednièka èvora, jer u sluèajevima kada su oni
nezavisni znamo da va�i E X X E X E Xi j i j( ) ( ) ( )� .
Kada izuzmemo sve konstante, dobijeni izraz se
ponaša kao n p n p n p o E X4 6 6 11 5 9 2

� � ~ ( ( ) ) što
znaèi da æe prethodno pomenuta verovatnoæa

P X( )� 0 biti u o(1), odnosno kada E X( ) 	�, što

je i sluèaj zbog p << n



2

3 , te�iæe nuli, i dakle go-

tovo uvek je X � 0. �

Definicija 25. pG n k p( , , ) je prostor verovat-

noæe na k-partitnom grafu sa po
n
k

èvorova u

svakoj particiji, koje su kru�no sortirane tako da
se grane izmeðu susednih particija postavljaju sa
verovatnoæom p, dok ostale grane ne postoje.

Teorema 26. Svojstvo da pG n k p( , , ) sadr�i

ciklus du�ine l k� koji prolazi kroz svih k particija

po taèno l puta, ima funkciju praga
1

n
.
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Slika 1. Primer za n = 24, k = 8, l = 3

Figure 1. The example for n = 24, k = 8, l = 3
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Dokaz. Verovatnoæa da postoji ciklus u ne-
kom rasporedu k l� èvorova jeste pk l. Ovakvih
rasporeda ima (prvi razlomak predstavlja broj
rasporeda k particija u ciklusu, deli se sa k, jer
nije bitan poèetni èvor, veæ samo raspored; drugi
razlomak je broj naèina da se izabere redosled
nekih l brojeva iz particije, dignuto na broj parti-
cija). Prema tome, ako je X sluèajna promenljiva
èija je vrednost broj ovakvih ciklusa u sluèajnom
grafu, njeno oèekivanje je:

E X k

n
k

n
k

l
p n pk l k l k l( ) ( )!

!

!

( )� 




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�
�

�1 - .

Uzmimo r n
n

( ) �
1

i poka�imo da je ona funk-

cija praga ovog svojstva. Ako je p <<r n( ), onda je

E X o n
n

ok l
k l

( ) ( )�
�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

1
1 , pa je po nejednakosti

P X E X( ) ( )� �0 , P X o( ) ( )� �0 1 , odnosno za

n 	� je X � 0 gotovo nikad, odnosno X � 0 go-
tovo uvek, što je i trebalo pokazati. Neka je sada

p >>r n( ). Posmatrajmo /0 iz posledice 17, gde su
nam dogaðaji ti da za fiksiran raspored kl èvo-
rova vazi da oni indukuju ciklus u tom rasporedu.
Dva dogaðaja ovog tipa su zavisna ako imaju bar
dva zajednièka èvora u odgovarajuæim raspo-
redima. Recimo da neka dva od ovih ciklusa ima-
ju i zajednièkih èvorova. Oni tada imaju najviše

i 
1 zajednièku granu (jer uklanjanjem grana sa
ciklusa ostaje šuma na i èvorova, koja ima naj-
više i 
1 granu), odnosno ako jedan ovaj ciklus
fiksiramo, ovaj drugi ima bar još kl i
 �1 granu
koja treba da se naðe u sluèajnom grafu. Ozna-
èimo dogaðaje postojanja ova dva ciklusa sa A1 i

A2 . Tada je P A A pk l i( | )2 1
1

�

 � . Za fiksirani jedan

ciklus, ciklusa koji sa njim imaju i zajednièkih
èvorova postoji:

� �
kl
i

k
k

i i i l i l ik k
�

�

�

�

�

� � 
 � 
 1
!
( ! ! !) ( )! ( )!1 2 1

1




�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

n
k

l i

n
k

l i

l
i

l
i

k1
1 k

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�,

gde su i ik1
� brojevi zajednièkih èvorova u sva-

koj od particija, dakle i i ik1
��� � . Imamo da je

onda ukupno uèešæe u /0 onih parova ciklusa sa i
zajednièkih èvorova:

~ ( )( )p n o n pk l i k l i i k l k lk
 � 
 ���

�
1 1 .

Pošto i uzima konstantan broj vrednosti, imamo
da je i /0 � o n pk l k l( ), pa je za p >>r n( ) i n 	�,

E X n
n

k l
k l

( ) ( )�
�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�
�. .

1
1 , odnosno E X( ) 	�,

prema posledici 17, X � 0 gotovo uvek, što se i
tvrdilo. Ovime je dovršen dokaz teoreme. �

Opisaæemo metod poynat kao Èernofovo og-
ranièenje (eng. Chernoff bound).

Teorema 27. Neka je X sluèajna promenljiva
koja se mo�e predstaviti kao suma nezavisnih in-
dikatorskih sluèajnih promenljivih X X Xn1 2, , ,�

verovatnoæe p
n

�
�

�

�

�

�

�.
1

, i neka je a realna kon-

stanta. Tada je:

P X a
np
a

e
a

a np( )� �
�

�

�

�

�

�


 .

Dokaz. Prema Markovljevoj nejednakosti je
za svako t � 0:

P X a P e e
E e

e
tX ta

tX

ta
( ) ( )

( )
� � � � �


 








� �
�

�


 � �� �





 





E e

e

E e e

e

t X X X

ta

tX tX

ta

n n( ) ( )( )1 2 1

�



�

2e E eta tX

i

n
i( )

1

.

Dalje primetimo da je:

E e p pe p e etX t t p ei
t

( ) ( ) ( ) ( )
 
 
 


� 
 � � � 
 �




1 1 1 1

prema poznatoj aproksimaciji. Zamena t
np

a
� ln ,

daje E e etX
p

a

npi( )




�

�

�

�

�

�

�

1

.

� �P X a
np
a

e np e o
a

a n p a np( ) ( ) ( )� �
�

�

�

�

�

� � �

 


- 1

pa ako je p
n

�
�

�

�

�

�

�.
1

, n p 	� i t
np

a
� ln , tada i

P x a( )� 	 0. Dakle, za p koje je dovoljno veli-
ko imamo da X uzima vrednosti manje od kon-
stante skoro uvek. �



Primer 28. Funkcija praga svojstva da slu-
èajan graf G(n, p) sadr�i graf sa slike 2 kao pod-

graf je n



2

3 .

Uzmimo prvo p <<r. Prema teoremi 24, vero-
vatnoæa postojanja K4 kao podgrafa G(n, p) te�i
nuli kada n te�i beskonaèno, a pošto graf sa slike
sadr�i upravo K4 kao svoj podgraf, verovatnoæa
njegovog postojanja u G(n, p) je takoðe blizu
nule. Time ostaje da proverimo šta se dešava za

p >> n



2

3 . Opet, prema teoremi 24, K4 postoji u

G n p( , ) skoro uvek. Uoèimo sada neki èvor tog

K4 , i posmatrajmo njegov stepen kao vrednost
sluèajne promenljive X, predstavljene kao zbir
indikatorskih promenljivih za postojanje neke od
grana koje polaze iz tog èvora. Broj tih promen-
ljivih je n 
1, dok je verovatnoæa svake p. Pošto

je p >> n



2

3 = .
1

n
�

�

�

�

�

�, prema gore razmotrenoj me-

todi Èernofovog ogranièenja je P X( )�10 skoro
sigurno nula, odnosno svaki èvor skoro uvek ima
više od 10 grana, pa i izabrani skoro uvek ima još
neku granu van posmatranog K4 . Presek dva
dogaðaja koji nastupaju gotovo sigurno, i sam
nastupa gotovo sigurno, pa je funkcija praga

ovog svojstva zaista n



2

3 . �

Primetimo da je u prethodnom primeru oèeki-
vanje broja grafova sa slike u G n p( , ) zapravo

E X
n
p

p n p( ) ~�
�

�

�

�

�

�
7 5 7, tako da bismo iz dokaza te-

orema 26 i 27 mogli oèekivati da vrednost funk-

cije praga bude n



5

7 (manje u odnosu na

dobijenu), ipak oponašanjem prethodnih dokaza
bi se pokazalo da to nije taèno. S druge strane,
ovde uoèavamo još jednu zanimljivu pojavu, a to

je da je za p izmeðu n



5

7 i n



2

3 verovatnoæa po-

javljivanja grafa sa slike u G n p( , ) skoro nula,
dok je istovremeno oèekivani broj tih grafova be-
skonaèan.

Definicija 29. Automorfizam grafa G V E( , )

je bilo koje injektivno preslikavanje f V V: 	

takvo da va�i � �( , ) ( ), ( )u v E f u f v E� ' � .

Teorema 30. Neka je H graf nad v èvorova sa
e grana i a automorfizama. Tada za sve kons-
tantne p�[ , ]0 1 , sluèajan graf G n p( , ) gotovo

uvek sadr�i ( ( )) ( )1 1 1 2
� 


�

�

�

�

�

� 


o p p
n
a

e
v

e v

induko-

vanih kopija H (indukovanom kopijom H u G na-
zivamo podgraf G za koji izmeðu neka dva èvora
postoji grana ako i samo ako ona postoji izmeðu
odgovarajuæa dva èvora u H).

Dokaz. Neka je X sluèajna promenljiva èija
je vrednost broj indukovanih kopija H u G(n, p).

Tada je E X p p
n
a

e
v

e v

( ) ( )� 


�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 


- 1 2 , jer svaki od

-( )nv èvorova mo�e imati samo i iskljuèivo
grane H (ako uèestvuje u vrednosti X), i takoðe je
potrebno podeliti sa a, jer taèno toliko razlièitih
redosleda v èvorova zapravo daju isti H, zbog
automorfizama. Naðimo sada varijansu X.
Imamo:

Var Var Cov( ) ( ) ( , )
~

X X X Xi
i

i j
i j

� �� � ,

gde su X i indikatori postojanja indukovane ko-
pije H u nekom v-skupu. Njih ima -( )nv , zbog
automorfizama. Tada je prema veæ izvršenom ra-
zmatranju gore, X E Xii

�� ( ). Opet, slièno kao
i tada, posmatrajmo P A Ai ji j

( )
~

 � . Imamo
P A A pi j

e d( | ) � 
 , gde je d broj zajednièkih grana
grafova u dogaðajima Ai i Aj, pa pošto je p kon-
stantno, i ova verovatnoæa je konstantna. Ako
zajednièkih èvorova ova dva grafa ima t, uèešæe
u /

0 takvih i jeste nv t
 puta neka konstanta,
dakle /0 


�O nv( )2 . Odatle imamo:

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )X O E X E X O n O nv v
� � �


 
2 2 2 .
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Slika 2. K4 sa kukom

Figure 2. K4 with a hook
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Neka je, sada, f n( ) preslikavanje koje zadovo-
ljava f n o E X o nv( ) ( ( )) ( )� � i f n nv( ) ( )�




.
1 .

Onda je po nejednakosti Èebiševa:

P X E X f n(| ( )| ( ))
 � �

� � �







Var( )

( )

( )

( )
( )

X
f n

O n
n

o
v

v2

2 2

2 2
1

.

,

dakle gotovo nula za E X( )	�, tj. | ( )|X E X
 �

� o E X( ( )) skoro uvek, a prema tome i:

X E X o E X
 �( ) ( ( )).

To nam konaèno daje ono što je i trebalo doka-
zati, X o E X� �( ( )) ( )1 1 skoro uvek. �

Sada æemo razmotriti nešto drugaèiju ideju.
Naime, umesto grana, biraæemo trouglove (K3)
nad n èvorova sa nekom verovatnoæom p. Obe-
le�avaæemo ovaj prostor verovatnoæe sa G n p3( , ).

Teorema 31 . Svojstvo da sluèajan graf

G n p3( , ) sadr�i K4 kao podgraf ima funkciju

praga n



7

4 .

Dokaz. Dokaz æe se zasnivati na sledeæoj
ideji: posmatraæemo razlièite naèine na koje
trouglovi mogu graditi K4 , i uzeti onaj sa naj-
manjom funkcijom praga. To æe ujedno biti i
funkcija praga tra�enog svojstva: ako uzmemo p
koje je mnogo manje od istog, pošto æe tada
ujedno biti mnogo manje od ostalih funkcija
praga, K4 æe se na bilo koji od naèina javljati sa
malom verovatnoæom, dakle i sveukupno æe se

javljati skoro nikad. S druge strane, za p >> n



7

4 ,

æe se K4 dobijen na izabrani naèin pojavljivati sa
visokom verovatnoæom, dakle i K4 uopšte æe se
pojavljivati skoro uvek.

Razdvojiæemo naèine na koje trouglovi izgra-
ðuju K4 prema tome koliko se trouglova nalazi u
samom K4 (slike 3–7), tj. koliko njih ima sve gra-
ne u K4 . (Primetimo da svaki trougao ima nula,
jednu ili tri grane u K4 , odnosno taèno dve ne
mo�e imati, jer bi u tom sluèaju imao i treæu.)
Ako su svi trouglovi u K4 , dobijamo ga sa taèno
tri trougla (slika 3). Oèekivani broj ovakvih K4 je
onda -( )n p4 3 , jer biramo èetiri èvora za ovu
konfiguraciju, i na njih postavljamo tri trougla.
Da bismo za p mnogo manje od funkcije praga
mogli da primenimo ovog naèina rasporeda

trouglova bi bio p



4

3 (ovim se misli da je p

funkcija praga postojanja taèno ovakve

konfiguracije; kada bi se u ostalim sluèajevima
na slièan naèin dobile vrednosti veæe od ove,
uzeli bismo p za funkciju praga postojanja K4

uopšte; pokazuje se, pak, da se u nekom od
preostalih sluèajeva dosti�e manja vrednost za
p). Ako su dva trougla u K4 , oni pokrivaju taèno
pet grana, dok šesta mora biti pokrivena nekim
treæim trouglom, sa temenom van K4 (slika 4).
Oèekivanje je onda -( )n p5 3 , i funkcija praga bi

bila p n�



5

3. Ako je u K4 samo jedan trougao,

pokrivene su taèno tri grane, dok druge tri mo-

Slika 3. Svi trouglovi u K4

Figure 3. All the triangles within K4

Slika 4. Dva trougla u K4 i jedan sa temenom van
njega

Figure 4. Two triangles within K4 and the third one
with a vertex outside K4



raju biti pokrivene sa još taèno tri trougla sa

jednim temenom van K4 . To teme im mo�e svima

biti zajednièko (slika 5), ili svima razlièito (slika

6), ali pošto se najmanja funkcija praga dobija za

najveæi broj tih spoljnih èvorova, razmotriæemo

upravo taj sa najveæim stepenom n u oèekivanju,

-( )n p7 4 , i funkcijom praga p n�



7

4 . Konaèno,

ako u K4 ne biramo niti jedan trougao, svih šest
grana istog moramo uzeti iz spoljnih trouglova,
sa najviše šest spoljnih èvorova, dakle oèekiva-

njem -( )n p10 6 , i funkcijom praga p n�



5

3 (slika

7). Ispostavlja se da je najmanja potencijalna
funkcija praga ona u treæem sluèaju, sa jednim
trouglom u K4 i još tri sa strane.

Doka�imo sada da je to zaista funkcija praga.

Neka su Xs indikatori postojanja tra�enih konfi-

guracija trouglova na s-toj ureðenoj sedmorci

èvorova, i neka je X suma tih indikatorskih pro-

menljivih, po svim s. X je, dakle, broj ovakvih

konfiguracija u celom G n p3( , ). Ako je p << n



7

4 ,

jasno je oèekivanje o(1), a kako je P X( )� �0 ,

� E X( ) skoro uvek je X = 0 , za n 	�. Ako je

p >> n



7

4 , primetimo da su dve ove tra�ene struk-

ture zavisne iskljuèivo kada imaju bar jedan

zajednièki trougao (odnosno ako imaju samo

zajednièka dva èvora, nisu zavisni, jer sada bi-

ramo trouglove, ne grane). Posmatrajmo, dakle,

/
0. Fiksirajmo neki ovakav izbor trouglova. Neki
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Slika 6. Jedan trougao u K4 i tri trougla sa odvojenim
temenima van njega

Figure 6. A triangle within K4 and three triangles
with distinct vertices outside K4

Slika 7. Svi trouglovi sa razlièitim èvorovima van K4

Figure 7. All the triangles with distinct verices
outside K4

Slika 5. jedan trugao u K4 i tri trougla sa zajednièkim
temenom van njega

Figure 5. A triangle within K4 and three triangles
with a common vertex outside K4
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drugi mora imati bar tri zajednièka èvora da bi
bili zavisni. Ako i ima tri, mogu imati najviše
jedan zajednièki trougao, pa je uslovna verovat-
noæa iz /0 najviše p3 (preostaju da se odaberu
barem tri trougla), a kako sluèaj nastupa -( )n4

puta, doprinos /0 je -( )n p4 3 . Kada su èetiri
èvora zajednièka, i dalje imamo najviše jedan
zajednièki trougao, jer nikoja dva trougla u
razmatranoj strukturi nemaju zajednièku granu,
dakle za dva trougla je potrebno bar pet èvorova.
To daje da je uslovna verovatnoæa najviše p3, i
javlja se -( )n3 puta, i doprinos /0 je -( )n p3 3 . Sa
pet zajednièkih èvorova imamo najviše dva
zajednièka trougla, i slièno kao gore, doprinos

-( )n p2 2 . Konaèno, sa šest zajednièkih èvorova

je doprinos -( )n p . Kada je p >> n



7

4 , dobijamo

/
0

� o E X( ( )) i E X( ) 	�, pa je prema posledici
17 verovatnoæa za X = 0 gotovo nula, odnosno

G n p3( , ) sadr�i K4 skoro uvek. �

Teorema 32. Za svako k �5, svojstvo da slu-

èajan graf G n p3( , ) sadr�i Kk kao podgraf ima

funkciju praga n
k
k



�




1

1 .

Dokaz. Kao i u dokazu prethodne teoreme,
razdvojiæemo naèine na koje se u G n p3( , ) mo�e
javiti Kk prema broju trouglova kojima su sve
grane unutar samog Kk . Iako æemo na svim sli-
kama prikazivati K

5
, to èinimo iskljuèivo zbog

jednostavnosti, i tako da se sve sa njih mo�e pro-
širiti i na Kk , za proizvoljno k.

Razmotrimo prvo sluèaj kada se nijedan od
trouglova ne nalazi potpuno u Kk , tj. kada je za
svaku granu potreban neki trougao sa spoljnim
èvorom. Slièno kao u gornjem dokazu, najmanju
funkciju praga dosti�emo za najveæi broj tih
spoljnih èvorova. Tada biramo k èvorova za Kk i

još
k
2

�

�

�

�

�

�, po jedan za svaku od grana, dok trou-

glova imamo koliko i grana, pa je oèekivanje u
ovom sluèaju:

- -n p n p
k

k k k k
�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

2 2

1

2 2
��

�

�

�

�

�

�

�
,

sa odgovarajuæom funkcijom praga n

k

k



�




1

1 . Do-
kazaæemo da je ovo najmanja funkcija praga
koja se mo�e dobiti u nekom od sluèajeva. Pos-
matrajmo za poèetak sluèaj u kome se u Kk

nalazi taèno l trouglova, za neko l, i uoèimo

konfiguraciju tih l trouglova za koju je pokriven
najveæi broj grana, njih d (nazvaæemo to
najrazuðenijom konfiguracijom). Tada je odgo-

varajuæa funkcija praga n

k
k

d

l
k

d




�
�

�

�

�

�

� 


�
�

�

�

�

�

� 


2

2 . Ukoliko je
sada k l� , imali bismo da je stepen n u funkciji
praga veæi od –1, pa bi ovaj svakako bio veæi od

n

k

k



�




1

1 . Inaèe, za neku drugu konfiguraciju sa
istim brojem trouglova u Kk imali bismo h grana
manje pokriveno tim trouglovima iz Kk , koje bi
se pokrile sa još h trouglova sa spoljnim
èvorovima (kojih, dakle, ima još h), pa bi fun-

kcija praga bila n

k
k

d h

l
k

d h




�
�

�

�

�

�

� 
 �

�
�

�

�

�

�

� 
 �

2

2 . Ali, zbog k l� ,

dobijamo da je ovo veæe od n

k
k

d

l
k

d




�
�

�

�

�

�

� 


�
�

�

�

�

�

� 


2

2 , funkcije
praga u najrazuðenijoj konfiguraciji ovog slu-

èaja, pa je potrebno proveriti samo da li je n

k

k



�




1

1

manje od funkcije praga najrazuðenije konfigu-
racije svakog od sluèajeva.

Ako je l dovoljno malo, svih l trouglova se
mogu postaviti u Kk tako da nikoja dva nemaju
zajednièku granu. Uzmimo neko takvo l. Za
svaki od tih l trouglova, potrebno je izabrati 3l
èvorova manje u odnosu na sluèaj sa l � 0 (jer za
svaki trougao potpuno u Kk , za taèno tri grane
nam ne trebaju trouglovi sa spoljnim èvorovima,
pa ni sami spoljni èvorovi), i 2l trouglova manje
nego u tom sluèaju (imamo tri spoljna trougla
manje, ali i dobijamo jedan u Kk . To nam daje da

n

k
l

k
l




��

�

�

�

�

� 


�

�

�

�

�

� 


1

2
3

2
2

(funkcija praga u najrazuðenijoj kon-

figuraciji za ovakvo l) treba da bude bar n
k

k



�




1

1 ,

što je zapravo ekvivalentno tome da je k �5. (Up-
ravo zbog toga je potrebno razdvojiti sluèajeve

k � 4 i k �5, što je uèinjeno prethodnom teo-
remom.) Dakle, kada god je l dovoljno malo
(neæemo se baviti time šta je to dovoljno malo,
jer nema uticaja na dokaz), funkcija praga u
datom sluèaju ni u kojoj konfiguraciji ne prelazi
onaj za l � 0. Sada æemo posmatrati sluèajeve
kada je l previše veliko, tako da se trouglovi ne
mogu postaviti na Kk , a da nemaju zajednièkih



grana. Neka je u nekom takvom pokrivanju Kk sa
taèno l trouglova u samom Kk iskorišæeno ukup-
no x èvorova i y trouglova, i pošto je l dovoljno
veliko da ne postoji konfiguracija bez prekla-
panja trouglova, uoèimo neki trougao koji se u
nekoliko svojih grana (jednoj ili dve) poklapa sa
drugim trouglovima. Uoèimo konfiguraciju tro-
uglova nad Kk u kome je taj trougao zamenjen sa
nekoliko spoljnih trouglova, po jednim za svaku
granu tog trougla koja se ne poklapa sa nekom
veæ postojeæom. Oèekivanje pre zamene trouglo-
va je bilo -( )n px y , dok je nakon toga -( )n px y� 1

ili -( )n px y� �2 1 , sa odgovarajuæom funkcijom

praga redom n
x
y




, n
x

y



� 1

, n
x

y



�

�

2

1 . Dokazaæemo da

su druge dve funkcije praga manje od prve, a
pošto su to funkcije praga nekih od sluèajeva za
dovoljno malo l (jer uklanjanjem svih trouglova
koji imaju preklapanja i dodavanjem
odgovarajuæih spoljnih trouglova, dobijamo
sluèaj u kome nema preklapanja trouglova ni u
kojoj grani), koji su veæ ispitani i za koje je
poznato da su im funkcije praga veæe nego za

l � 0, dobiæemo da je za bilo koje l, funkcija praga

najmanje n
k

k



�




1

1 .

Doka�imo, dakle, da se ovakvom zamenom
unutrašnjeg trougla spoljnim zaista smanjuje

funkciju praga. Da je n n
x

y
x
y




�




�

1

je trivijalno. S

druge strane, da je n n
x

y
x
y




�

�




�

2

1 je ekvivalentno

tome da je x y� 2 . Ako sa d oznaèimo broj grana
pokrivenih unutrašnjim trouglovima pre zamene,

imamo x k
k

d� �
�

�

�

�

�

� 


2
i y l

k
d� �

�

�

�

�

�

� 


2
, pa se

gornja nejednakost svodi na:

2
2

l
k

k d�
�

�

�

�

�

� � � ,

odnosno:

2
3

2
l

k k
d�



�

( )
.

Dalje, d je najviše 3l, pa æemo dokazati:

k k k
l

( )

�


�

�

�

�

�

� 
 �
3

2

1

2
1 .

Broj sa kojim je ovde ogranièen l je zapravo
ocena za maksimalni broj trouglova koji se

mogu postaviti u potpunosti na Kk i to tako da se
nijedan trougao ne preklapa u sve tri svoje grane
sa nekim drugim trouglovima. (Zapravo, pri
postavljanju koje sledi, mi samo izbegavamo da
direktno postavimo neki trougao èije su sve
grane veæ postavljene, dok se dogaða da neki od
veæ postojeæih trouglova postanu višak nakon
postavljanja odreðenog broja trouglova). On se
dobija kada se na Kk postavljaju trouglovi tako
da što veæi moguæi broj grana novog trougla u
konfiguraciji veæ postoji u njoj, a da to ne budu
baš sve tri. Na taj naèin, nakon postavljanja
prvog trougla imamo K

3
unutar Kk. Sledeæi tro-

ugao se mo�e sa ovim veæ postavljenim pokla-
pati u najviše jednoj grani, a da postavljanje i
dalje bude ispravno. Treæi trougao se sada veæ
mo�e poklapati u dve grane, tako da dobijamo
potpuni K

4
. Sledeæi trougao, kada bi se u dve

grane poklapao sa K
4
, morao bi se poklapati i u

treæoj (jer, naravno, K
4

sadr�i granu izmeðu
svaka dva èvora), što smo onemoguæili, pa se
dakle poklapa u samo jednoj grani. Dodavanjem
još dva trougla sliènim postupkom dobijamo K

5
,

pa sa još èetiri nova dobijamo K
6

… sveukupno,

sa 1 + 2 + ... + k 
2 =
k ��

�

�

�

�

�

1

2
trouglova smo po-

punili ceo Kk , što daje ogranièenje za l, broj tro-
uglova u Kk . Va�i nešto jaèa gornja ocena,

l
k

�


�

�

�

�

�

� 


1

2
1, jer usled indirektnog preklapanja

svih grana nekog trougla, koje je opisano gore,
maksimalni broj trouglova koji se mogu po-
staviti u K

5
bez viška (odnosno bez trouglova

èije sve tri grane veæ postoje) nije 6
1

2
�


�

�

�

�

�

�

k
,

prema gornjoj oceni za l, veæ 5 = 6 – 1.

Ovime smo pokazali da je n
k

k



�




1

1 najmanja

potencijalna funkcija praga koja se mo�e dobiti.
Doka�imo da je ovo i zaista funkcija praga posto-

janja Kk u G n p3( , ). Ako je p << n
k

k



�




1

1 , imamo da

je oèekivana vrednost broja konfiguracija tro-

uglova nad Kk sa l = 0, - n p o
k k��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

�

�
�

1

2 2 1( ), pa

iz leme 21 i prethodno dokazane èinjenice da
ovakva konfiguracija ima najmanju funkciju
praga, imamo da se ma koja konfiguracija tro-
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uglova koja daje Kk pojavljuje gotovo nikad, od-

nosno Kk se javlja sa vrlo malom verovatnoæom.

Ostaje da poka�emo da se za p >> n
k

k



�




1

1 konfi-

guracija trouglova sa l � 0, a samim tim i Kk ,

javlja gotovo uvek. Posmatrajmo odgovarajuæu

/
0 za niz (simetriènih) dogaðaja Ai koji prikazuju

pojavljivanje i-te tra�ene konfiguracije sa l � 0. S

tim ciljem, fiksirajmo neku ovu konfiguraciju i

uoèimo drugu koja se s njom preklapa u taèno z
trouglova. Pošto nas zanimaju samo one kon-

figuracije koje su zavisne od one fiksirane,

potrebno je da bude z �1, a takoðe je i z
k

�
�

�

�

�

�

�
2

.

Dalje, ako je t broj temena u kojima se poklapaju

ove dve konfiguracije, potrebno je da sabirak u

/
0 koji se odnosi na one konfiguracije koje se sa

fiksnom preklapaju u taèno t temena i z tro-

uglova, a koji je - n p
k

t
k

z
��

�

�

�

�

� 

�

�

�

�

�

� 
�

�

�

�

�

�

�

�

1

2 2 , bude za-

pravo o n p
k k��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

�

�

1

2 2 , što je ekvivalentno tome

da je
t
z

k
k

�
�




1

1
. Da bismo dokazali ovu nejed-

nakost, za dato z æemo minimizovati t i pokazati

da i za tako izabrano t nejednakost i dalje va�i. U

t, broju èvorova, uèestvuju èvorovi iz Kk i spoljni

èvorovi. Spoljnih ima taèno koliko i trouglova,

dakle z, dok onih iz Kk ima najmanje i, gde je i

broj za koji je
i

z
i

2

1

2

�

�

�

�

�

� � �


�

�

�

�

�

� (jer i 
1 èvor odre-

ðuje
i 
�

�

�

�

�

�

1

2
grana, što prema izboru i nije do-

voljno za svaki spoljni trougao, koji svaki mora

da sadr�i taèno jednu granu, pa je potrebno bar i
èvorova iz Kk ). Sada imamo:

i k
i k

i
i k

� '




�




'




�




'
2

1

2

1 1

2

2

1

'

�

�

�

�

�

�

�




' �




' �
�

�
�




i
i k

i
z k

t
z

i z
z

k
k

2

2

1

2

1

1

1
,

što daje:

/
0

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
o n p

k k1

2 2 ,

jer u prethodnoj nejednakosti jasno ne va�i jed-
nakost za baš sve vrednosti z. Posledica 17

završava dokaz, odnosno za p >> n

k

k



�




1

1 se javlja
gotovo uvek. �

Vektorska sluèajna
promenljiva

Definicija 33. Preslikavanje
�

V :% 	 �
2

takvo

da
�

V u kodomenu uzima prebrojivo mnogo vred-

nosti i da je
� �

V v


�
1( ) F za sve

�
v� �

2
ˆnaziva se

diskretna vektorska sluèajna promenljiva.
Definicija podseæa na definiciju obiène

(realne) sluèajne promenljive, stoga se postavlja
pitanje da li i za vektorsku sluèajnu promenljivu
va�e neka osnovna svojstva koja ima i realna. U
nastavku æemo pokazati da ta znaèajna svojstva
zaista va�e. Za poèetak, vektorsku sluèajnu pro-
menljivu æemo, kao i realnu, opisivati pomoæu
vrednosti iz njenog kodomena i verovatnoæama
sa kojima ih ova dosti�e, odnosno:

�
� �

�
�

�
V

v v v
p p p

n

n

~ 1 2

1 2

�

�

�

�

�

�.

Definicija 34. Diskretne vektorske sluèajne

promenljive
�

V i
�

W su nezavisne ako za sve vred-

nosti
�
v i

�
w koje u kodomenu mogu uzeti

�

V i
�

W ,

redom, va�i da je:

P V v W w P V v( | ) ( )
� � � � � �
� � � �

i

P W w V v P W w( | ) ( )
� � � � � �
� � � � .

U daljem radu koristimo oznaku | |
�
v za eu-

klidsku normu vektora
�
v.

Definicija 35. Skalarni proizvod vektora
�
v i

�
w, u oznaci

� �
v w� , je vrednost izraza:

| | | | cos ( , )
� � � �
v w v w� 3 .

Definicija 36. Matematièko oèekivanje dis-

kretne vektorske sluèajne promenljive
�

V u oznaci



E V( )
�

je vektor
� � �
v P V vi ii

( )�� , gde su
�
v vrednosti

koje mo�e uzeti sluèajna promenljiva.

Teorema 37. Za svake dve diskretne vek-

torske sluèajne promenljive
�

V i
�

W, va�i:

1. ako je c konstanta, E cV cE V( ) ( )
� �

� ;
2. ako je

�
w vektor, E w V w E V( ) ( )

� � � �

� � � ;
3. E V W E V E W( ) ( ) ( )

� � � �

� � � ;
4. ako su

�

V i
�

W nezavisne vektorske sluèajne

promenljive, E V W E V E W( ) ( ) ( )
� � � �

� � � ;
5. ako je | | | |

� �

V W� , tada E V E W(| | ) (| | )
� �

� .

Dokaz.

1.

E cV cv P V v c v P V v cE Vi
i

i i
i

i( ) ( ) ( ) ( )
� � � � � � � �

� � � � �� �

2.

E w V P V v w vi

i

i( ) ( )
� � � � � �
� � � � ��

� � � � ��
� � � � � �

w P V v v w E Vi
i

i( ) ( )

3.

E V W v w P V v W wi j
i j

i j( ) ( ) ( )
,

� � � � � � � �
� � � �  � ��

� �  � ��
� � � � �
v P V v W wi i j

i j

( )
,

� �  � ��
� � � � �
w P V v W wj i j

i j

( )
,

� � � � � �� �
� � � � � � � �

v P V v w P W w E V E Wi i
i

j j
j

( ) ( ) ( ) ( )

4.

E V W v w P V v W wi j
i j

i j( ) ( )
,

� � � � � � � �
� � � �  � ��

� � � � ��
� � � � � �
v P V v w W wi

i j

i j j

,

( ) ( )

� �
�

�

�

�

�

�� �

�

�

�
�

�

�

�
�
�� �

� � � � � �
v P V v w W wi

i

i j j

j

( ) ( )

� �E V E W( ) ( )
� �

,

gde koristimo èinjenicu P A B P A P B( ) ( ) ( ) � ,
ako i samo ako su A i B nezavisni.

5. | |
�

V i | |
�

W su zapravo realne sluèajne pro-

menljive, dakle za njih va�e svojstva istih. �

Pošto je |
�

V | realna sluèajna promenljiva, za

nju va�i i Markovljeva nejednakost:

P V a
E V

a
(| | )

(| | )�
�

� � .

Definicija 38. Varijansa (disperzija) vek-

torske sluèajne promenljive
�

V , u oznaci Var ( )
�

V ,

je E V E V( ( ) )
� �



2 , gde kvadrat predstavlja skalarni

proizvod vektora sa samim sobom.

Teorema 39. Var ( ) ( ) ( )
� � �

V E V E V� 

2 2 .

Dokaz.

Var ( ) ( ( ) )
� � �

V E V E V� 
 �
2

� � 
 � �E V E V V E V( ( ) ( ))
� � � �

2 2 2

� � 
 �E V E E V E V E V( ) ( ( ) ) ( ( ))
� � � �

2 2 2

� � 
 �E V E V E V E V( ) ( ) ( ) ( )
� � � �

2 2 2

E V E V( ) ( )
� �

2 2

 . �

I za varijansu vektorske sluèajne promenljive
va�e analogna svojstva koja ima realna. To pot-
vrðuje sledeæa teorema.

Teorema 40. Ako su
�

V i
�

W diskretne vek-

torske sluèajne promenljive, c realna konstanta i
�
u vektorska konstanta, va�i:

1. Var ( )
�

V � 0

2. Var ( )
�
u � 0

3. Var Var( ) ( )cv c v
� �
�

2

4. Var Var( ) ( )
� � � �

u V u V� �
2

5. Var Var( ) ( )
� � �

u V V� �

6. ako su
�

V i
�

W nezavisni,
Var Var Var( ) ( ) ( )

� � � �

V W V W� � � .
Dokaz.
1.

Var ( ) ( ( ) ) (| ( )| )
� � � � �

V E V E V E V E V� 
 � 
 �
2 2 0

2.

Var ( ) ( ) ( )
� � � � �
u E u E u u u� 
 � 
 �

2 2 2 2 0

3.

Var ( ) (( ) ) ( )cV E cV E cV
� � �

� 
 �
2 2

� 
 � 
 �E c V cE V c E V c E V( ) ( ( )) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
� � � �

� 
 �c E V E V c V2 2 2 2( ( ) ( ) ) ( )
� � �

Var
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4.

Var ( ) (( ) )
� � � �

u V E u V� � � �
2

� 
 �

� � � � �

u E V E V u V2 2 2 2( ( ) ( ) ) ( )Var

5.

Var ( ) (( ) ) ( )
� � � � � �

u V E u V E u V� � � 
 � �
2 2

� � � � � � �E u V u V u E V( ) ( ( ))
� � � � � �

2 2 22

� � � � 
 
 
 � �

� � � � � � � �

u E V u E V u E V u E V2 2 2 22 2( ) ( ) ( ) ( )

� 
 �E V E V V( ) ( ) ( )
� � �

2 2 Var

6.

Var ( ) (( ) ) ( )
� � � � � �

V W E V W E V W� � � 
 � �
2 2

� � � � 
 
 
E V W V W E V E W( ) ( ) ( )
� � � � � �

2 2 2 22


 � � � � � 
2 22 2E V E W E V E W E V W( ) ( ) ( ) ( ) ( )
� � � � � �


 
 
 � �E V E W E V E W( ) ( ) ( ) ( )
� � � �

2 2 2

Var Var( ) ( )
� �

V W� ,

gde smo koristili da je E V W E V E W( ) ( ) ( )
� � � �

� � �

ako su
�

V i
�

W nezavisne. �

Definicija 41. Kovarijansa diskretnih vek-

torskih sluèajnih promenljivih
�

V i
�

W, u oznaci

Cov( , )
� �

V W , uzima vrednost:

E V W E V E W( ) ( ) ( )
� � � �

� 
 � .

Teorema 42. Ako su
�

V ,
�

V1 ,
�

V2 , …,
�

Vn dis-

kretne vektorske sluèajne promenljive za koje je
�

V V V Vn� � ���1 2 , va�i:

Var Var Cov( ) ( ) ( , )
� � � �

V V V Vi
i

n

i
i j

j� �

� 


� �
1

.

Dokaz.

Var ( ) ( ( ) )
� � �

V E V E V� 
 �
2

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


�

�

�

�

�

� �

� �

� �E V E Vi
i

n

i
i

n� �

1

2

1

2

( )

� � � 
 


� 
 �

� � �E V E V V E Vi

i

n

i j

i j

i

i

n

( ) ( ) ( )
� � � �

2

1

2

1


 � � 
 �


 �

� �E V E V E V E Vi j
i j

i i
i

n

( ) ( ) ( ( ) ( ) )
� � � �

2 2

1

� �E V V E V E Vi j i j

i j

( ) ( ) ( )
� � � �

� 
 � �




�

� �

� 


� �Var Cov( ) ( , )
� � �

V V Vi
i

n

i
i j

j
1

.
�

Teorema 43 (nejednakost Èebiševa). Za sve

diskretne vektorske sluèajne promenljive
�

V i

a � 0, va�i:

P V a
E V

a
(| | )

( )�
�

� �

2

2
.

Dokaz. Kako je | |
�

V zapravo realna sluèajna

promenljiva i va�i
� �

V V2 2
� | | , u smislu skalarnog

proizvoda, direktnom primenom nejednakosti
Èebiševa za realne sluèajne promenljive, imamo:

P V a
E V

a
E V

a
( | | )

( | | ) ( )�
� �

� � �

2

2

2

2
.

�

Posledica 44. Za diskretnu vektorsku slu-

èajnu promenljivu
�

V i pozitivno a va�i:

P V E V a
V

a
( | ( ) | )

( )� �
�


 � �
Var

2
.

Sada æemo primeniti vektorske sluèajne pro-
menljive na konkretnom primeru.

Primer 45. Neka su
� �
v vn1, ,� celobrojni dvo-

dimenzionalni vektori du�ine manje od:

N
n

n

�
2

100

2

.

Tada postoje disjunktni I J n, { , , }4 �1 takvi da
va�i:

� �
v vi

i I
j

j J� �

� �� .

Rešenje. Prvo primetimo sledeæe: ako se
mo�e izvršiti bilo kakav izbor elemenata sku-
pova I i J, I J
 , za koje va�i uslov, mogu se naæi
i disjunktni I i J za koje bi uslov va�io. Naime,
uoèimo skupove I I J\ ( )� i J I J\ ( )� . Oni su
disjunktni, i zbog osobina I i J za njih va�i:

� � � �
v v v vi

i I I J
i

i I J
i

i I
j

j J� � � � � �

� � � �� � � �

\ ( ) ( )

� � ' �

� � � � � � �

� � �
� � � �
v v v vj

j J I J
j

j I J
j

i I I J
j

j J I\ ( ) ( ) \ ( ) \ ( �

�
J )

.

Pretpostavimo sada da ne postoje razlièiti I i J

koji zadovoljavaju uslov. Neka su
� �

V Vn1
, ,� neza-

visne vektorske sluèajne promenljive sledeæeg
zakona raspodele:



�
� �

V
v

i

i
~

0
1

2

1

2

�

�

�

�

�

�

�

�

i neka je
�

V njihov zbir. Tada je:

E V E V
v v

i
i

n
n( ) ( )

�
� �

� �
���

�

�
1

1

2

i pošto su
� �

V Vn1
, ,� svi nezavisni, varijansa nji-

hovog zbira je zbir njihovih varijansi, odnosno:

Var Var( ) ( )
� �

� �

V V
v v

i
i

n
i i

i

n

� � 

�

�

�

�

�

� �

� �

� �
1

2 2

1
2 4

�
��

�

� �
v v nNn1

2 2 2

4 4
.

Nejednakost Èebiševa nam dalje daje, za svako
5 �1:

P V E V
n n V

nN
| ( )|

( )� �
�


 �

�

�

�
�

�

�

�
�
� �



5

5

5

2 2

2Var

4

,

odakle je:

P V E V
n n

| ( )|
� �


 �

�

�

�
�

�

�

�
�
�


5 5

52

12

2
.

Verovatnoæa s leve strane poslednje nejednako-
sti je zapravo verovatnoæa da se vektor

� �

V E V
 ( )

nalazi u krugu polupreènika
5N n

2
, što je sva-

kako manje verovatno od toga da se isti vektor
nalazi u kvadratu stranice preènika ovog kruga.
S druge strane, po pretpostavci sve moguæe vre-
dnosti tog vektora su razlièite (inaèe bi postojala
dva podskupa ovih n vektora sa istim zbirom
elemenata, a samim tim i dva disjunktna pod-
skupa, jer se jasno mogu obrisati svi zajednièki
èlanovi podskupova, što bi bilo u suprotnosti sa
pretpostavkom), a samim tim i jednako vero-
vatne, s pojedinaènom verovatnoæom 2
n. Prema
tome:

2 1 2


� � 
 �
n N n P V E V( ) ( ( )5

� �

� ),

gde sa � oznaèavamo gorepomenuti kvadrat.
Kombinovanjem dvaju prethodnih nejednakosti
dobijamo:

2 1
12

2

2




� �

n N n( )5

5

5

,

odnosno mora biti:

N
n

n

�


 


2 1 12 2
5

5

za svako 5 �1, što oèito nije taèno za 5 � 2.
Prema tome, pretpostavka nije dobra, i sigurno
postoje dva odgovarajuæa skupa I i J, a samim
tim i disjunktni skupovi koji zadovoljavaju uslov
Primera u celosti. �

Zero-sum Remzijevi brojevi

Zero-sum Remzijeva teorija je vrlo bogata
grana kombinatorike koja kombinuje teoriju
brojeva, algebru, linearnu algebru, teoriju gra-
fova i diskretnu analizu. Problemi koji se javljaju
u ovoj teoriji su sledeæeg tipa: sa datom kombi-
natornom strukturom, èijim su elementima dode-
ljene razlièite te�ine, tra�imo uslove koji æe nam
garantovati postojanje odreðene podstrukture
takve da te�ine njenih elemenata u zbiru daju
nula. Mi æemo sada prikazati pojmove koji zau-
zimaju jedno od centralnih mesta u ovoj oblasti.

Definicija 46. Remzijev broj R(H, k) je naj-
manji ceo broj t takav da u bilo kom k-bojenju
grana kompletnog r-uniformnog hipergrafa na t
èvorova Kt

r postoji monohromatska kopija H.

Definicija 47. Zero-sum Remzijev broj
R(H, �k) je najmanji ceo broj t takav da u bilo
kom �k-bojenju grana kompletnog r-uniformnog
hipergrafa na t èvorova Kt

r postoji kopija H u
kojoj je zbir boja svih grana jednak 0 u �k.

Definicija 48. Bipartitan Remzijev broj
B(H, k) je najmanji ceo broj t takav da u bilo kom
k-bojenju grana kompletnog bipartitnog grafa na

Kt t, postoji monohromatska kopija H.

Definicija 49. Zero-sum bipartitan Remzijev
broj B(H, �k) je najmanji ceo broj t takav da u
bilo kom �k-bojenju grana kompletnog bipar-
titnog grafa na Kt t, postoji kopija H u kojoj je zbir
boja svih grana jednak 0 u �k.

U ovom radu se neæemo zadr�avati na prve tri
klase Remzijevih brojeva datih u gornjim defini-
cijama, a kojima je veæ i posveæena znaèajna
pa�nja na drugim mestima. Umesto toga, daæemo
jedan konkretan rezultat u oblasti zero-sum bi-
partitnih Remzijevih brojeva, metodom koji bi se
mogao iskoristiti i za izvoðenje drugih rezultata,
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za razlièite vrste grafa H iz definicije. Naredne
aproksimacije i koristimo u tu svrhu.

Lema 50. Za centralni binomni koeficijent
2m
m

�

�

�

�

�

� va�i:

2

2

2 3 2

4 1

2 2m m

m

m
m m

�
�

�

�

�

�

� �
�

�

.

Dokaz. Indukcijom lako pokazujemo:

1

2

2 1

2
1

1

2
1

1

22
1

1

1
m

i

m

i

m
m m i i
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�

�

� � �
�
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�

2

m


2

1

.

Dalje je:

1
1

2
1

1 1

4
1

1

1

1 2

2
1

1

�
�

�

�

�

�

� � � �
�
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�

�

�

� � �
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2 2i i i i
i

m

i

m
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� �
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2
i

m

m
1

1

,

odakle dobijamo:

1

2

2 1

2
1

1

22

2

2
1

1 2

m
i

mm
m m i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �
�

�

�

�

�

� �

�




2
( )

� �
1

4

1

42m
m

m
.

Korenovanjem prethodne nejednakosti dobijamo
donje ogranièenje:

2

2

22 m

m

m
m

�
�

�

�

�

�

�.

Iz prethodnih nejednakosti imamo:

m
i i i

i

m

i

m

� 

�

�

�

�

�

� � 

�

�

�

�

�

� 

�

�

�

�

�

� �

� �

2 21 1
1

2
1

1

2
1

1

2
1 1

� 

�

�

�

�

�

� �

�

2 1
1

4

3

42
1 ii

m

,

tako da dobijamo i gornje ogranièenje:

2
2 1

1

2

3 2

4 1

2

1

2m
m i m

m

i

m m
�

�

�

�

�

� � 

�

�

�

�

�

� �
�

��

2 .
�

Sada æemo predstaviti dobijenu granicu koja
je poboljšanje u odnosu na prethodno poznatu:

Teorema 51. Ako je c
k
n

�
2

i k n| 2 , onda je

B(Kn,n, �k) � �
�( ( )) ( )1 1

1
2

2o
e

ne
cn
e c .

Dokaz. U dokazu æemo koristiti leme 52 i 53.

Lema 52. Ako je Kt obojen u �k, uz k
t

|
2
�

�

�

�

�

�,

tako da u njemu postoji najviše zero-sum kopije
(odnosno kopije u kojima je zbir boja svih grana
jednak 0 u �k) povezanog bipartitnog grafa G na

n èvorova, onda je B(G, �k) �
t
2

.

Dokaz. Bez umanjenja opštosti, pretposta-
vimo da je t parno. Posmatrajmo prostor verovat-
noæe u kome se uniformno bira neka od podela

èvorova Kt na dve particije od po
t
2

èvorova. Po-

vezani bipartitni graf ima taèno dva razlièita na-
èina podele u particije, koja su jedinstveno
odreðena izborom particije nekog njegovog
èvora v. Neka je a broj èvorova koji se pri is-
pravnoj podeli èvorova G nalaze u particiji sa
èvorom v. Tada je verovatnoæa da je neka kopija

G u Kt ispravno podeljena jednaka p

t a
t

a

t
t

�







�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

2

2

2

(brojilac predstavlja broj podela èvorova Kt is-
pravnih za neku kopiju G, dok je imenilac uku-
pan broj podela na dve jednake particije). Neka je
s neka kopija G u Kt, i neka je Is indikatorska
sluèajna promenljiva sa 1 ako je G ispravno
podeljen, i 0 inaèe. Ako je S skup posmatranih
kopija G, oèekivani broj ispravno podeljenih
kopija iz S je:

E I E I S ps
s S

s
s S� �

� �
�

�

�

�

�

� � �( ) | | .

Ako je | |S
p

�
1

, oèekivanje je manje od 1, pa

postoji neka podela èvorova Kt pri kojoj niti
jedna kopija G nije ispravno podeljena, odnosno
sve kopije G S� imaju bar jednu granu èija su
oba èvora u istoj particiji. Ako za S uzmemo
skup kopija G u Kt koje su zero-sum u bojenju

grana sa najviše
1

p
takvih kopija G, biranjem

podele bez ispravnih kopija G i brisanjem svih
grana unutar dve particije, dobijamo kompletan

bipartitan graf na po
t

2
èvorova u particijama u

kome ne postoji niti jedna zero-sum kopija G (jer
je svakoj koja je prethodno postojala obrisana



bar jedna grana). Ostaje još da pronaðemo ade-

kvatnu ocenu za
1

p
. Lema 50 nam daje:
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n
t

t n
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t

,

što završava dokaz leme. �

Lema 53. Neka je G bipartitan graf sa m
grana, k|m prirodan broj. Ako za neke prirodne
brojeve l, t i:
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va�i da je:

AS
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�

�
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 �

,

gde je S broj kopija G u Kt, onda je B(G, �k) �
t

2
.

Dokaz. Posmatraæemo prostor verovatnoæe u
kome uniformno biramo neko od bojenja grana

Kt u kome je l grana obojeno sa 1, dok su ostale
obojene sa 0 u �k. Odaberimo dalje uniformno
neki od svih moguæih raspodela u niz skupova m
grana sa zbirom boja jednakim 0 pri tom bojenju.
Oznaèimo sa I j indikatorsku sluèajnu promen-
ljivu za dogaðaj da je na j-tom mestu u nizu iza-
bran skup m grana izomorfan sa G. Verovatnoæa

tog dogaðaja je p
S
t

m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
2

(jer zbog uniformnog

izbora bojenja i rasporeda u niz, svaki skup m
grana ima jednaku verovatnoæu da bude izabran

na j-tom mestu, a od moguæih

t

m
2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

skupova,

nama odgovara njih S). Kako u nizu imamo taèno
A pozicija (jer se u svakom zero-sum skupu
pojavljuje ik grana sa bojom 1, za neko i, a takvih

skupova ima
l

ik

t
l

m ik

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 





�

�

�

�

�

�

�

�
2 , pa sumiranjem po

svim i dobijamo A), oèekivani broj pozicija u
nizu na kojima se nalaze zero-sum skupovi m
grana izomorfni sa G (a samim tim i oèekivani
broj zero-sum kopija G u Kt, jer pozicije u nizu
sadr�e sve zero-sum skupove m grana pri nekom
bojenju Kt) je:

E E I E I A pi
i

A

i
i

A

�
�

�

�

�

�

� � �

� �

� �
1 1

( ) ,

što je po uslovu leme manje od
2

3

2n t n

t


 �
.

Prema tome, postoji neko bojenje pri kome je
broj zero-sum kopija G u Kt manji ili jednak
oèekivanju, pa prema lemi 52 dobijamo B(G,

�k) �
t

2
.

Napomena: Dokaz leme 52 se zasniva na
sliènom tvrðenju iz referentnog rada (Silaði i
Šobot 2017).

Nastavimo sad sa dokazom teoreme 51. U
radu Eve Silaði i Branislava Šobota (2017) mo�e
se pronaæi sledeæa ocena za A:

A
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m
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Naðimo sada konkretnu ocenu za B(G, �k).
Imamo da je S iz leme 53 za G Kn n� . jednak
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2
, pa primenom gornjih ogranièenja za

A i binomne koeficijente dobijamo (m n� 2):
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Stepenovanjem sa
1

2 n
, dobijamo da je krajnja

desna strana prethodne nejednakosti manja od
2

3 2
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a tada je i:
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pa je prema lemi 53:
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Napomena: Za sve vrednosti c sem c = 1,
rezultat prethodne teoreme daje poboljšanje
ocene koja se mo�e naæi u radu Jaira Karoa (Caro
1996).

Metod primenjen u teoremi 51 bi mogao dati
nova ogranièenja i za druge tipove grafova G,
poput Km n, ili lKm n, (graf koji saèinjava l dis-
junktnih kopija Km n, ), ali biramo da se ovde za-
ustavimo.

Zakljuèak

Kao što je u radu pokazano, probabilistièki
metod nalazi primenu u razlièitim oblastima ma-
tematike, ukljuèujuæi kombinatoriku, teoriju
grafova, Remzijevu teoriju, teoriju brojeva itd.
Posebnu pa�nju smo ovom prilikom posvetili
metodu drugog momenta i njegovoj primeni u
nala�enju funkcija praga razlièitih vrsta grafova.
Znaèajno mesto ovde zauzima rezultat vezan za
funkciju praga kompletnih grafova u nešto izme-
njenom prostoru verovatnoæe, kojim se literatura
slabo bavila. Ovaj rezultat mo�e dati dobru po-
laznu taèku za istra�ivanje u ovakvom prostoru
verovatnoæe, što bi i mogla biti tema nekog od
buduæih radova.

Drugi tip problema koji je razmatran u ovom
radu jesu problemi Remzijeve teorije, oblasti
koja se razvija znaèajnom brzinom. Rad zapravo
daje poboljšanje rezultata iz rada Jaira Karoa
(Caro 1996) vezanog za jedno od mnogobrojnih
uopštenja Remzijevog broja, zero-sum bipartitni
Remzijev broj.
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Strahinja Gvozdiæ and Milica Šobot

Second Moment Method and
Random Graphs. Zero-sum Ramsey
Numbers

The probabilistic method is a technique used
in mathematics usually for proving the existence
of some mathematical objects or structures with
certain properties. We will show applications of
the probabilistic method in various areas of
mathematics, such as combinatorics, graph the-

ory, Ramsey theory, number theory etc. In this
paper we show how to use the Second Moment
method to find values of the threshold function
for certain properties in classic random graphs,
as well as in a probability space in which on n
vertices we put triangles (connect each of three
vertices with the other two) with a probability p.
Additionally, we define the vector random vari-
able and apply its properties while solving a
problem using the above mentioned method. In
the last section of this paper we transfer to Zero-
sum Ramsey theory and present an improvement
to a previously known border for a zero-sum bi-
partite Ramsey number of a Km n, graph.
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