Milica Maksimovié i Milena Jelié

Ekspanzija celularnih automata

Celularni automat je, neformalno receno, beskonacan sistem (tabla) koji se
sastoji od jedinicnih polja pri cemu svako polje, u diskretnim vremenskim
trenucima, istovremeno menja svoje stanje na osnovu stanja svojih suseda
iz prethodnog trenutka. Ispostavlja se da neverovatno jednostavna pravila
promene prouzrokuju izuzetno kompleksna ponasSanja automata i intere-
santne strukture. Najpoznatiji primer je Game of Life automat. U radu su
razmatrani 2D binarni (crno-beli) automati i reSavani problemi odredi-
vanja minimalnog broja pocetnih crnih polja automata neophodnih da bi
sva polja unapred datog skupa (uglavnom kvadratna podtabla date dimen-
zije) postala crna posle konacno mnogo koraka. Dobijeni su rezultati za ra-
Zlicita lokalna pravila, oblike table i vrste susedstva.

Uvod

Celularni automat (CA) je diskretni, apstraktni model koji se pokazao
jako korisnim u predstavljanju nelinearnih dinamickih promena u mnogim
nau¢nim oblastima. Neformalno receno, celularni automat predstavlja
beskonacan skup polja od kojih svako moze biti u nekom stanju (iz ko-
nac¢nog skupa stanja) pri ¢emu svako polje istovremeno menja svoje stanje
na osnovu istog lokalnog pravila, tj. menja svoje stanje na osnovu stanja
svojih suseda iz prethodnog trenutka. Ovaj proces se ponavlja u diskretnim
vremenskim trenucima i dovodi do toga da veoma jednostavno lokalno
pravilo mozZe dovesti do izuzetno kompleksnog ponasanja automata i inte-
resantnih struktura.

Mnogi procesi u prirodi se menjaju u odnosu na deSavanja u njihovoj
okolini, odnosno na osnovu nekog lokalnog pravila, te su pogodni za mode-
liranje pomocu celularnih automata. Na primer, dinamika fluida se mozZe
modelirati uz pomo¢ celularnih automata, na osnovu lokalnog pravila
osmiSljenog da simulira kretanje Cestica. Celularni automati predstavljaju
pogodan matematicki model za paralelno programiranje, jer omogucéavaju
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da se puno promena desSava istovremeno i da se od jednostavnog pravila
azuriranja razvije veoma komplekan sistem.

Za pocetak, dajemo formalnu definiciju d-dimenzionalnih celularnih
automata:

Definicija 1 (Kari 2004). Celularni automat (CA) A je uredena cCet-
vorka (7, S, N, f), gde je:

— T=Z"je skup polja celularnog automata (zamisljamo ga kao besko-

naénu d-dimenzionalnu tablu).

— S je konagan skup stanja (boja). Svako polje iz Z¢ je u nekom od
stanja iz S.

- N=(n,,n,,...,n,) je vektor susedstva ¢ije su koordinate d-dimen-
zionalni vektori. Za svako polje elementi ovog vektora predsta-
vljaju relativne pozicije suseda od kojih zavisi naredno stanje polja.

— f: 8™ — S je funkcija koja predstavlja lokalno pravilo promene;
polje X € Z prelazi iz trenutnog stanja u stanje (s, , 5, ,...,s,, ), gde
je s, trenutno stanje polja X +17,.

Najcesée se analiziraju celularni automati u jednoj i dve dimenzije.
Jedan od najpoznatijih dvodimenzionalnih CA je Game of Life koji je
predlozio engleski matematicar DZon Konvej 1970. godine. Polja u ovom
automatu mogu biti u dva stanja (Ziva ili mrtva). Ovaj CA moze da se ko-
risti za simuliranje odredenih bioloskih sistema (Wolfram 1984). JoS jedan
poznat primer CA jeste Langton’s Ant. To je dvodimenzionalan CA, a polja
mogu biti u 8 razlicitih stanja.

U radu ¢emo razmatrati dvodimenzionalne CA i njihove varijacije.
Neka je CA A = (T, S, N, /) gde je T = Z*. Ukoliko je S = {0, 1} tada A
nazivamo crno-beli CA (0 — bela, 1 — crna, zamisljamo ga kao beskonacnu
tablu izdeljenu na crno-bele kvadrati¢e). Kazemo da je A sa 4-susedstvom
ukoliko je S = {(-1, 0), (1, 0), (0, 1), (0, =1)}. tj. ukoliko smatramo da su
dva polja susedna ako imaju zajedni¢ku ivicu. Analogno, kazemo da je A sa
8-susedstvom ukoliko smatramo da su dva polja susedna ako imaju bar
jedno zajednicko teme.

Napomenimo da se pojam CA moZe uopstiti — ne moramo posmatrati
samo d-dimenzionalne reSetke ve¢ skup T moZe biti bilo koja (konacna ili
beskonacna) struktura u kojoj je pojam relativna pozicija suseda jedno-
znacno definisan za svako polje iz 7. Moguce varijacije 2D CA su pravilna
poploc¢avanja ravni trouglovima i Sestouglovima (polja su odgovarajuci
mnogouglovi, klasi¢ni 2D CA se moZe zamisliti kao pravilno poplo¢avanje
ravni kvadratima) kao i konacni skupovi polja ovih automata na torusu.

Definicija 2. Neka je A = (T, S, N, f) crno-beli CA i neka je P konacan
podskup skupa 7. Vrednost M(A, P) predstavlja minimalan broj x takav da
postoji pocetna konfiguracija CA A sa ta¢no x crnih polja, koja su sva u P,
za koju vaZzi da posle kona¢no mnogo iteracija automata A sva polja skupa P
postaju crna.

Specijalno, ako je A dvodimenzionalni CA i P skup polja koja ¢ine
kvadratnu podtablu dimenzija n x n, koristimo oznaku M(A, n) = M(A, P).
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Dakle, M(A, n) predstavlja najmanji broj polja koje moramo obojiti u
crno (na pocetnoj beloj beskonac¢noj tabli), tako da posle konacno mnogo
promena stanja po pravilu automata A, sva polja date nx n podtable postanu
crna. Odredivanje ovih vrednosti je glavni doprinos rada. Sam rad se sastoji
iz nekoliko delova: u prvom delu se odreduje ova vrednost za A; i B, 2D au-
tomate. U drugom delu rada ove vrednosti se odreduju za modifikovane 2D
automate (heksagonalne i trougaone table). Na kraju se razmatra generali-
zacija za beskonacne podtable.

A, i A; automati

U ovoj glavi posmatraju se odredene vrste celularnih automata u ravni
koje su definisane u nastavku.
Definicija 3. A, automat je dvodimenzionalni crno-beli automat sa

4-susedstvom, u kome belo polje prelazi u crno ako i samo ako ima bar k&
crnih suseda dok crno polje uvek ostaje crno. A; je dvodimenzionalni crno-
-beli automat sa 8-susedstvom i istim lokalnim pravilom promene kaoiA,
automat.

Teoremal. M(A,,n)=1.

Dokaz. Jasno je da je M(A, , n) > 1. Ako u nekom trenutku ima i belih i
crnih polja u datoj podtabli, tada moraju postojati bar dva susedna polja raz-
licite boje, pa ¢e u sledecem trenutku bar jedno belo polje postati crno. Dakle,
bez obzira koje je pocetno polje crno, broj belih polja se strogo smanjuje u
svakoj iteraciji — posle kona¢no mnogo iteracija sva polja ¢e biti crna. [

Teorema 2. M(A,, n) =n.

Dokaz. Pretpostavimo da je minimalan broj polja ¢. Neka je obim svih
polja O. Posto su polja jedini¢ni kvadrati, sledi da je O <4¢. Primetimo da
ako belo polje ima tacno dva crna suseda, kada promeni boju, obim se nece
promeniti. Ako belo polje ima viSe od dva crna suseda, u slede¢em koraku
obim ¢e se smanjiti. Dakle, moZemo zakljuciti da se obim nikada ne
povecava. Kada se oboje sva polja, obim figure iznosi 4n, pa zakljucujemo
da mora da vazi O > 4n. Iz 4t > O > 4n vidimo da je minimalna vrednost za ¢
upravo ¢ = n. Primer odgovarajuce pocetne konfiguracije sa n polja je ’crna
velika dijagonala’ kao na slici 1. |
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n* +2n 3n? +4n

Teorema 3. <SM(A,,n) <

Dokaz. Pretpostavimo da je minimalan broj obojenih polja z. Oz-
na¢imo obim svih polja sa O. Posto su polja kvadratnog oblika, sledi da je
O <4¢. Ako je neko belo polje okruZeno sa tacno tri crna polja, kada to polje
promeni boju, obim figure ¢e se smanjiti za dva. Ako je belo polje okruZeno
sa sva Cetiri crna polja, obim ¢e se u sledecoj iteraciji smanjiti za Cetiri.
Belih polja imamo n* — ¢, pa kada sva polja postanu crna, obim ée biti si-
gurno manji ili jednak od 4t —2(n* —t), a kako je krajnji obim jednak 4n,

2
sledi 4t —2(n” —t) > 4n. Nakon sredivanja izraza, dobijamo ¢ > n ;2’1.

Gornje ogranicenje sledi iz konstrukcije. Prvo se oboji jedna glavna
dijagonala i proizvoljna dijagonala duZine tri normalna na glavnu obojenu
dijagonalu, a zatim svaka Cetvrta dijagonala paralelna sa njima. U slucaju

kad je n =3 (mod 4) vidimo da u svakoj drugoj vrsti imamo B—l crnih polja,
a u preostalim vrstama se naizmeni¢no smenjuje broj crnih polja (L{l ili
‘jJ ). Dakle u ovom sluc¢aju imamo da je:
nl’ n||n n n+1)  (n+1)(n-1) n-3
M(a,n)<|=| +|=||=|-|=|=|— | +| — || — |- =
2 4112 4 2 4 2 4

_3n2 +2n+7
78 .

U slucaju kada je n =1 (mod 4) na sli¢an na¢in mozemo do¢i do for-

mule, s tim $to se moraju obojiti jo$ dva polja na drugoj glavnoj dijagonali
2

kao na slici 2. U ovom slucaju traZeni broj je M(A,, n) Sw.

Dalje, kada je n =2 (mod 4), primetimo da se na dve ivice mora obojiti doda-

tnih BJ polja, a kako ¢oskovi moraju biti crni, moramo obojiti jos 2 ¢oska.

2
Sli¢no kao u prvom slucaju dolazimo do formule M(A,, n) < M

Slika 2.
A5 automat

Figure 2.
A5 automaton
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Analogno za n =0 (mod 4): mora se obojiti joS po Z polja na dve ivice i jo$

fx . . . 3n® +4n
dodatna dva ¢oSka. U ovom slucaju traZena granica je M(A,, n) <——.

O
_ 2
Teorema 4. M(A,, n) :{(’122)"+4n—4.

Dokaz. Primetimo da ivi¢na polja nemaju po Cetiri suseda unutar pos-
matranog kvadrata, §to znaci da ta polja, njih 4n—4, moraju biti crna.
Takode primetimo da ukoliko na pocetku postoji pravougaonik dimenzija
2x1 u kome su oba polja bela, tada nijedno od njih nikada necée postati crno
(jer je za oba istovremeno potrebno da im sused bude crn u prethodnoj
iteraciji). Ako unutra$nji kvadrat dimenzija (n—2)x (n—2) podelimo na
pravougaonike dimenzija 2x1 (za neparno n jedno polje ostaje nepo-
kriveno), na osnovu prethodnog zapazanja sledi da u svakom takvom pra-
vougaoniku mora da postoji bar jedno crno polje. Kako tih pravougaonika

_ 2 _ 2
ima \‘(n 22) J mozemo zakljuciti da je M(A,,n) > {(nzz)J +4n—4. Pri-

mer pocetne konfiguracije za koju se jednakost dostiZe dat je na slici 3: u
parnim redovima bojimo ¢éelije na neparnim mestima, a u neparnim re-
dovima ¢elije na parnim mestima pri ¢emu su polja na obodu crna. O

Teorema 5. M(A;,n) =k za k <3.

Dokaz. Sli¢no kao u slu¢aju 4-susedstva, kada je k = 1, belo polje da bi
postalo crno mora da ima bar jednog obojenog suseda, a koje god polje da
obojimo na pocetku posle konacno mnogo iteracija cela tabla ée biti obo-
jena.

Ako je k=2, da bi polje iz stanja O preslo u stanje 1, potrebno je da ima
bar dva suseda u stanju 1, dakle minimalan broj polja je 2. Primetimo da
ukoliko obojimo bilo koja dva susedna crna polja, posle konacno mnogo
iteracija cela tabla Ce biti obojena.

Za k =3, da bi polje iz stanja O preslo u stanje 1, potrebno je da ima bar
tri obojena suseda, §to znaci da je minimalan broj crnih polja 3. Uoc¢imo da
ukoliko na pocetku obojimo tri polja sa koordinatama (a, b), (a,b-1) i
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Slika 3.
A, automat

Figure 3.
A, automaton
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(a, b+1), za proizvoljno a i b, posle kona¢no mnogo iteracija cela tabla ée
biti obojena. O

Lema 1. Da bi se u nekom automatu u kome polje prelazi iz stanja O u
1 ako ima bar 4 obojena suseda (nije bitno da li moZe da se vrati u stanje 0)
sa 8-susedstvom obojila podtabla dimenzija nx n potrebno je da u svakom
pravougaoniku dimenzija nx 2 postoji bar jedna crna Celija.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka postoji pravougaonik dimenzija
nx 2 u kome nema crnih ¢elija. Posmatrajmo najgori slucaj, kada su sve
¢elije van tog pravougaonika, a unutar posmatranog kvadrata u stanju 1.
Primetimo da ni jedna ¢elija unutar tog pravougaonika nema cetiri crna
suseda, niti ¢e ih ikada imati. Dakle, da bi se obojila sva polja u tom pra-
vougaoniku potrebno je da postoji bar jedno polje crne boje unutar njega,
¢ime smo dokazali tvrdenje. [l

Teorema 6. BJ <M(A},n)<2n.

Dokaz. Ako podelimo posmatrani kvadrat na pravougaonike dimen-
zijanx 2, na osnovu leme 1 imamo da u svakom od tih pravougaonika mora

da postoji bar jedno polje crne boje. Kako tih pravougaonika ima BJ,

znamo da na pocetku moramo imati bar toliko crnih polja da bi se obojila

cela tabla, tj. M(A}, n) > BJ Gornje ogranicenje dobijeno je iz kontrukcije

(slika 4). O

Lema 2. Da bi se u nekom automatu u kome polje prelazi iz stanja O u
1 ako ima bar 5 obojenih suseda (nije bitno da li moZe da se vrati u stanje 0)
sa 8-susedstvom obojio neki kvadrat dimenzija 7x7, potrebno je da bar
Cetiri polja u tom kvadratu budu crna.

Dokaz. Pustajuéi program koji trazi minimalan broj polja potreban da
se oboji podtabla 7x7 ako su oko njega sva obojena polja, dolazimo do
dokaza leme da u takvom kvadratu mora biti bar 4 obojena polja. Program
prolazi koz sve moguce rasporede obojenih Eelija (pocevsi od 1 obojene) u
podtabli dimenzija 7x7 u najgorem mogucem slucaju tj. pod pretpostavkom
da je podtabla okruZena obojenim celijama. Program simulira rad celu-
larnog automata dok se ne dobije struktura koja se ne menja ili koja se
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periodi¢no menja. Ukoliko se tabla ne oboji cela za sve rasporede k obo-
jenih Celija, program posmatra zatim sve kombinacije k + 1 obojene Celije.
Minimalan broj polja za koje je program uspeo da oboji celu podtablu je 4,
odakle sledi dokaz prethodne leme. O

2
Teorema 7. 4 BJ <M(Al,n) < LZJ(n -2)+3n+ B—‘ .

Dokaz. Donje ogranicenje sledi iz leme 2 koja nam pokazuje da u
svakom kvadratu 7x7 u A, CA mora da bude bar cetiri crna polja. Gornje
ogranicenje sledi iz konstrukcije sa slike 5. Konstrukcija izgleda tako Sto
posle svake obojene kolone idu tri bele, prva vrsta je skroz obojena, a u

poslednjoj vrsti svako drugo polje — odatle imamo g (n—2)+n+ g .U
zavisnosti od ostatka pri deljenju broja n sa 4, moramo dodati jos jednu do

dve crne kolone. U slucaju kada je n deljivo sa 4 moramo dodati jo$ jednu
kolonu na kraju, a u svim ostalim slu¢ajevima moramo dodati jo§ po dve

crne kolone, pa je gornje ogranicenje H J(n -2)+3n+ g .

O

Lema 3. Da bi se u nekom automatu u kome polje prelazi iz stanja O u
1 ako ima bar 6 obojenih suseda (nije bitno da li moZe da se vrati u stanje 0)
obojila podtabla dimenzija 2x2, potrebno je da bar jedno od ta Cetiri polja
bude obojeno.

Dokaz. Ako pretpostavimo da su svi susedi oko te podtable obojeni,
svako polje ¢e imati tacno 5 obojenih suseda, Sto nije dovoljno za bojenje
bilo kog polja unutar podtable, odnosno da bi se cela podtabla obojila,
potrebno je da bar jedno polje iz podtable bude obojeno. [l

2 2

Teorema 8. BJ <M(A,n) < {nz—l +n.

Dokaz. Posto iz prethodno navedene leme sledi da u svakom kvadratu
2x2 mora da postoji bar jedno obojeno polje, minimalan broj polja mora biti

2
bar BJ . Gornje ogranic¢enje dobijamo iz konstukcije sa slike 6. Primetimo
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Slika 6.
A; automat

da pocevsi od druge vrste od gore, pa do sredine podtable vazi da i-ti red i

(i+1)-ti red zajedno imaju tacno n crnih polja, za svako parno i, a isto vazi i

kada krenemo od dole. Tako de, prva i poslednja kolona su obojene u

celosti, odnosno imaju po n crnih polja. U zavisnosti od ostatka koji broj n

daje pri deljenju sa 4, razlikujemo nekoliko slicajeva. Ako je n paran broj,
2

konstrukcija sadrzi %Jrn crnih polja, s tim da u situaciji kada n daje

ostatak 2 pri deljenju sa 4, moramo dodati jo$ jedno crno polje u sredini,

2
kao na slici 6. Ako je n =1 (mod 4), gornje ogranicenje je Pz—l +BJ, dok

2
ako je n =3 (mod 4), ogranicenje je VJ +l'n-‘
2 2 0

Lema 4. U svakom kvadratu dimenzija 2x2 u nekom automatu u kome
polje prelazi iz stanja O u 1 ako ima bar 7 obojenih suseda (nije bitno da li
moze se vrati u stanje 0), moraju da postoje bar dva crna polja da bi se
obojila sva polja u tom kvadratu.

Dokaz. Posmatrajmo kvadrat dimenzija 2x2 koji nema crnih Celija.
Primetimo da svaka ¢elija unutar tog kvadrata ima tacno 5 suseda van njega,
Sto znaci da moZe imati najviSe 5 crnih suseda. Da bi neka od tih Celija
promenila stanje mora da ima bar jo§ dva crna suseda. Dakle, u tom
kvadratu moraju da postoje bar dve crne celije. O

’ 2
Teorema 9. 4n—4+2tn22J <M(AL, n) S4n—4+{(’122)" .

Dokaz. Primetimo da ¢elije na obodu imaju najvise 5 suseda unutar
kvadrata, Sto znaci da one moraju biti obojene. Dalje, ako unutrasnji
kvadrat dimenzija (n—2) x (n—2) podelimo na kvadrate dimenzija 2x2 na
osnovu leme 4 znamo da u svakom od tih kvadrata mora da postoji bar dve
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2
crne ¢elije. Kako tih kvadrata ima [n;zJ , a ivicnih celija ima 4n—4,

(n-2)°

imamo da je M(A],n) >4n—4+ 2{ J . Gornja granica sledi iz kon-
strukcije (slika 7). O

Lema 5. U nekom automatu u kome polje prelazi iz stanja O u 1 ako
ima bar 8 suseda (nije bitno da 1i moZe da se vrati u stanje 0) u svakom
kvadratu 2x2 moraju biti obojena bar tri polja, da bi se obojila sva polja tog
kvadrata.

Dokaz. Posto svi susedi nekog belog polja moraju biti obojeni da bi
ono promenilo svoje stanje, u svakom kvadratu 2x2 samo jedno polje moZe
biti belo na pocetku (pod uslovom da su okolo sva obojena polja), jer se u
suprotnom ne bi obojio ceo taj kvadrat. O

2 2
Teorema 10. 3{”;2J +4n—4 <M(A,, n) 33{”;1 +5n-5.

Dokaz. Primetimo da ¢elije na obodu nikada ne mogu imati 8 crnih
suseda, pa one moraju biti crne na pocetku. Iz leme 5 sledi da u svakom
kvadtratu 2x2 moraju biti bar tri obojena polja. Ako podelimo unutrasnji
kvadrat dimenzija (n —2) x (n—2) na kvadrate 2x2 imamo da je minimalan

2
broj obojenih polja jednak 3 [n;ZJ +4n —4. Posto postoji konstrukcija sa

2
3 V ;ZJ +5n =5 crnih polja, sledi da je to gornje ogranicenje. Primer ove

konstrukcije dat je na slici 8. O

B, i B, automati

Posmatrajmo prvu varijaciju klasi¢nih 2D CA — CA na torusu. Pod-
setimo se da definicija ovih varijacija nije u skladu sa definicijom 1 celu-
larnog automata, ve¢ sa pomenutim uopStenjem ove definicije.

Definicija 4. Neka je n prirodan broj. B, automat veli¢ine n je CA sa

skupom polja {0, 1, 2,...,n— 1}x{0, 1, 2,...,n— 1} u kome svako polje
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Ay automat

Figure 8.
Ag automaton
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(x,y)ima 4 suseda: (x +1,y), (x =1, y), (x, y—1), (x, y+1) pri Cemu se pomenu-
te operacije gledaju po modulu n (4-susedstvo). Svako polje ovog automata
moZe biti u dva stanja (crno ili belo) pri cemu 1) belo polje prelazi u crno
ako ima bar & crnih suseda; 2) crno polje postaje belo ako ima manje od k
crnih suseda.

B, automat je CA analogan automatu B, , s tim $to je B; sa (odgovara-
juéim) 8-susedstvom.

B, i B, automati su zapravo kona¢ne crno-bele table nx n na torusu
(prva i poslednja vrsta su susedne, kao i prva i poslednja kolona). Analogni
su automatima A, i A}, redom, uz dodatno pravilo o ’ponistavanju’ crnih
polja. Motivacija za postavljanje na torus su grani¢ni uslovi — posma-
tranjem klasi¢ne podtable sa modifikovanim pravilom dovelo bi do
trivijalnih rezultata jer bi se ugaona/ivi¢na polja uvek vracala na belo za
vecée vrednosti k.

Koristimo oznaku M(B,,n)=M(B,, {0, 1, 2,...,n— 1}x{0, 1,
2,..,n—1}), gde je n veli¢ina automata B, (analogno i M(B, , n).

Teorema 11. M(B, ,n) =2, za 2|n, odnosno M (B, ,n) =1, za 2| n.

Dokaz. Posmatrajmo jednu kolonu table. Neka se crno polje nalazi na
koordinati x. U slede¢em koraku to polje se gubi, ali se pojavljuju polja na
koordinatama x —11i x +1. Primetimo da su koordinate ta dva polja iste
parnosti. Ovaj postupak se ponavlja za svako novo dobijeno polje sve dok
se ne oboji bar jedno od ivi¢nih polja, pritom polja koja su obojena imaju
koordinate iste parnosti. Kada je n neparno, obojice se oba ivi¢na polja, jer
su iste parnosti, i ona se u narednom koraku nece obrisati jer su to dva
susedna polja (CA na torusu). Zatim ¢e se u konacno mnogo koraka obojiti
cela kolona, pa zaklju¢ujemo da je za neparno n, M (B, , n) =1. U suprotnom,
ivi¢na polja e biti razlicite parnosti, Sto znaci da se nikad nece pojaviti dva
susedna polja koja su u stanju 1, odnosno nikad se nece obojiti cela kolona.
Kako ovo moZe da se primeni na svaku vrstu i kolonu, zaklju¢ujemo da se
za parno n ne moze obojiti cela tabla sa samo jednim pocetnim poljem u
stanju 1. U tom slucaju dovoljno je obojiti dva proizvoljna susedna polja, tj.
M(B,,n) =2. O

Teorema 12. n <M(B,,n) <2n-1.

Dokaz. Pretpostavimo da je minimalan broj polja 7. Neka je obim svih
polja O. Posto su polja kvadratnog oblika, sledi da O <4t. Sli¢no kao kod
A, automata, uo¢imo da ako belo polje ima tacno dva crna suseda, kada
promeni boju, obim se nece promeniti. Ako belo polje ima vise od dva crna
suseda, u slede¢em koraku obim ¢e se smanjiti. Dalje, ako crno polje ima
jednog crnog suseda, kada promeni boju, obim ¢e se smanjiti za 2, a ako
nema crnih suseda, smanjice se za 4. Dakle, moZemo zakljuciti da se obim
nikada ne povecava. Kada se oboje sva polja, obim figure iznosi 4n, pa
zakljucujemo da mora da vazi O >4n. Iz 4t >0 >4n vidimo da je mini-
malna vrednost za # upravo t =n, a gornje ogranicenje sledi iz konstrukcije
(slika 9). l

2
Teorema 13. [ZJ <M(B,, n) S[ZJ-(ZI@ +2)+(n mod3)-n.
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Dokaz. Posmatrajmo kvadrat dimenzija 2x2. Svaka ¢elija unutar tog
kvadrata ima tac¢no 2 suseda van njega. Ukoliko u tom kvadratu ne postoji
nijedna crna éelija, on se nikada neée obojiti, jer svaka ¢elija moZe imati
najvise dva crna suseda. Dakle, u svakom kvadratu dimenzija 2x2 mora da
postoji bar jedna crna ¢elija, odakle vidimo da je donje ograni¢enje u ovom

2
slucaju ‘;J . Gornje ogranicenje sledi iz kontrukcije sa slike 10. Prva

kolona je susedna sa poslednjom (CA je na torusu) i prva vrsta je susedna sa
poslednjom, pa se one nece brisati. Ako n nije deljiv sa 3, u zavisnosti od
ostatka potrebno je dodati jo$ jednu ili dve obojene kolone. O

Teorema 14. M(B,,n) =n".

Dokaz. Da bi neka éelija ostala u stanju 1 svi njeni susedi moraju da
budu u stanju 1. Posto svi susedi svake éelije moraju biti u stanju 1 moZemo
zakljuditi da sve Celije moraju biti u stanju 1. Primetimo da ukoliko postoji
neka bela Celija, u sledecem koraku svi njeni susedi postaju beli. Ukoliko su
svi njeni susedi crni ona postaje crna, a pojavljuje se 4 nove bele. U sup-
rotnom, ona ostaje bela, a njeni susedi koji su bili crni postaju beli. Dakle,
broj belih polja se nikada ne smanjuje, iz cega sledi da je M(B,,n) =n".[]

Teorema 15. M (B, n) =1.

Dokaz. Primetimo da koje god polje na pocetku da stavimo u stanje 1,
u prvom koraku ée svi njegovi susedi postati crni, a ono ¢e se vratiti u stanje
0. U sledec¢em koraku se ni jedna od postojecih crnih Celija nece izbrisati, a
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Slika 9.
B, automat

Figure 9.
B, automaton

Slika 10.
B, automat

Figure 10.
B, automaton
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pojaviée se nove crne cCelije. U svakom slede¢em koraku ée se pojavljivati
nove crne Celije Sto znaci da e se posle nekog vremena obojiti cela tabla.
O

U nastavku je definisan pojam kompaktne strukture koji ¢emo koristiti
u narednom dokazu.

Definicija 5. Kompaktna struktura je struktura sacinjena od éelija u
celularnom automatu koja se ni u jednom narednom koraku (iteraciji) nece
smanjiti, odnosno sve Celije koje su prvobitno ¢inile stukturu su i dalje njen
deo.

Teorema 16. M(B),,n) =2.

Dokaz. Postavimo na pocetku dva susedna crna polja kao na slici 11.
Primetimo da se u Cetvrtoj iteraciji u sredini pojavljuje kompaktna
struktura. Kako se takva struktura nikada ne smanjuje, od nje u svakom
slede¢em koraku nastaju nove crne Celije. Dakle, posle kona¢no mnogo
poteza cela tabla ¢e postati crna. O

Teorema 17. M (B}, n) =5.

Dokaz. Na pocetku moZemo imati najmanje 3 obojena polja. Ali kako
se sva tri polja u narednom koraku gube (jer imaju najvise dva suseda), a
pojave se najvise dva nova obojena polja, primetimo da ne postoji kon-
strukcija gde u pocetnom trenutku budu obojena ta¢no 3 polja koja preZivi
duZe od 2 iteracije. Iz ovoga sledi da na pocetku moraju da budu obojena
bar 4 polja. Primetimo ako na pocetku imamo tacno 4 polja u stanju 1, u
drugom koraku na tabli mogu biti najvise 4 obojena polja. Jedini slucajevi
kada u drugom koraku imamo 4 obojena polja su kvadrat 2x2 (Sto je
ocCigledno da se ne menja, te ne moZe obojiti tablu) i obojena tri susedna
polja i polje iznad srednjeg kvadrata (i sve ekvivalentne figure dobijene
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rotacijom), ali ni ova kontrukcija ne boji celu tablu. Kako smo dokazali da
sa tri obojena polja ne moZe da se oboji cela tabla, sledi da je potrebno bar 5

polja. Primer konstrukcije sa 5 polja vidimo na slici 12. O

Teorema 18. BJ <M(B!,m < 10n3—10 .

Dokaz. U svakoj traci dimenzija 2x n mora postojati bar jedno crno
polje (inace ée sva polja te trake uvek biti bela jer mogu imati najviSe 3 crna

suseda), pa je donje ogranicenje BJ Gornje ogranicenje dobijamo kon-

strukcijom sa slike 13. Primetimo da je prikazana struktura kompaktna i da
¢e se svaki red sigurno obojiti nakon nekog vremena. O

Teorema 19.
2
4[” <M(B.,n) sEJ-(zn—4)+2n+(n mod 5)-(n—2).
Dokaz. Na osnovu leme 2 znamo da u svakom kvadratu dimenzija 7x7

2
mora da postoji bar 4 crna polja, pa je donje ogranicenje 4L:J . Gornje

ogranicenje sledi iz konstrukcije (slika 14). Konstrukcija je sli¢na kao kod
A, automata, samo su kolone duple i zbog toga ne dolazi do brisanja Celija.
Ako n nije deljivo sa 5, potrebno je dodati jo§ kolona koje ¢e biti cele
obojene. O
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Slika 13.
B, automat

Figure 13.
B, automaton

Slika 14.
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2 2
Teorema 20. BJ <M(Bg,n) < F Z —‘ .

Dokaz. Donje ogranicenje sledi iz leme 3, gde vidimo da u svakom
kvadratu dimenzija 2x2 mora biti obojeno bar jedno polje. Gornje
ogranicenje je dobijeno iz konstrukcije (slika 15). Konstrukciju dobijamo
tako §to ne obojimo glavnu dijagonalu, a posle nje se naizmeni¢no smenjuju
tri obojene, pa jedna bela dijagonala. O

Teorema 21.

2 2
3HJ <M(B),n) <23 [ZJ +2(nmod 5)-n—(nmod ).

Dokaz. Uo¢imo da u svakom kvadratu dimenzija 2x2 u nekom B,
automatu moraju da postoje bar 3 crne Celije da bi se obojio taj kvadrat.
Posmatrajmo tablu gde postoji kvadrat 2x2 sa 2 bela i 2 crna polja i neka su
sva ostala polja obojena. Primetimo da su u tom kvadratu svakom polju sva
ostala polja iz njega susedi. Dakle, ako postoje 2 bela polja, vidimo da crna
polja imaju bar dva bela suseda §to znaci da se brisu. Kako u nekom koraku
moZe da se pojavi najviSe dva crna polja (ona koja su bila bela), a znamo da
se postojeca dva crna polja brisu, mozemo zakljuciti da se taj kvadrat
nikada neée obojiti. Dakle, u svakom takvom kvadratu mora da postoji bar

2
3 crna polja. Iz ovoga sledi da traZeni broj mora biti bar SBJ . Gornje

ogranicenje dobijeno je iz konstrukcije sa slike 16, gde vidimo da u svakom
kvadratu 5x5 postoji taéno dve prazne Celije, tj. ima 23 obojene, Sto je
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2
23 [ZJ obojenih éelija. Ostale éelije kojih ima 2(n mod 5)-n—(nmod 5)*,

tako de obojimo i dobijemo gornju granicu. O
Teorema 22. M(B},n) =n".

Dokaz. Sli¢no kao kod B, automata, da bi polje ostalo crno svi njegovi
susedi moraju da budu crni. Ako su svi susedi svakog polja crni, sva polja
na tabli moraju biti crna. O

Heksagonalni 1 trougaoni automati

Prethodno posmatrane probleme je prirodno prosiriti i na druge besko-
nacne mreze, ne samo one sastavljene od kvadrata. Poznato je da ukoliko se
ravan moze pravilno poplocati podudarnim pravilnim mnogouglovima,
tada ti mnogouglovi mogu biti samo kvadrat, jednakostrani¢ni trougao i
pravilni Sestougao. Smatramo da su dva mnogougla (polja u nekom CA)
susedna ukoliko imaju zajednic¢ku stranicu. Sledece definicije prirodno
slede.

Definicija 6. (Heksagonalni) C, automat je CA ¢ija su polja pravlini

Sestouglovi iz zadatog pravilnog poplocavanja ravni; svako polje je crno ili
belo; belo polje postaje crno akko ima bar k crnih suseda dok crno polje
uvek ostaje crno.

U heksagonalnim automatima traka dimenzija ax1 je skup od a uza-
stopnih Sestouglova pri ¢emu njihovi centri leZe na istoj pravoj. Dve trake
dimenzija a x 1 su susedne ako je svaki Sestougao jedne trake susedan bar sa
jednim Sestouglom druge trake. Podtabla (traka) dimenzija ax b (u oznaci
C,.,)je skup od ax1traka pri ¢emu su svake dve uzastopne od njih susedne
(podtabla je zapravo romb sastavljen od Sestouglova). DefiniSemo
M(C,.n=M(C,.C,,).

Definicija 7. (Trougaoni) 7, automat je CA ¢ija su polja jednako-
strani¢ni trouglovi iz zadatog pravilnog poplocavanja ravni; svako polje je
crno ili belo; belo polje postaje crno akko ima bar & crnih suseda dok crno
polje uvek ostaje crno.

U trougaonim automatima podtabla dimenzija nx n (u oznaci T, ) je
skup od n* trouglova koji ¢ine veliki jednakostrani¢an trougao stranice 7.
DefiniSemo M(T,,n) =M(T,,T,.,).

C, automati

Teorema 23. M(C,,n) =1.

Dokaz. Sli¢no kao i u prethodnim slucajevima gde je k = 1, da bi se
nesto obojilo na pocetku, mora da postoji bar jedna Celija crne boje. Dalje,
dok postoje dve Celije razliitih stanja na tabli, postojace i dve susedne
Celije razli¢itog stanja, Sto znaci da Ce se pri svakoj iteraciji pojaviti bar
jedna crna Celija sve dok se ne oboji cela tabla. O
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Teorema 24. M(C,,n) =2.

Dokaz. Da bi se pojavila bilo koja nova crna ¢elija, potrebno je da
postoje bar dve crne ¢elije na tabli. Primetimo da ako na pocetku obojimo
bilo koje dve ¢elije sa bar jednim zajednickim susedom, posle kona¢no
mnogo poteza obojiée se cela tabla. O

Lema 6. U svakoj traci dimenzija 2x n u nekom C, automatu mora da
se nade bar jedna crna ¢elija, da bi se posle konacno mnogo poteza obojila
cela ta traka.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka postoji takva traka bez ijedne
crne Celije. Primetimo da svaka celija iz trake ima najviSe 2 suseda van
trake, Sto znaci da moZe imati najviSe 2 crna suseda. Posto to nije dovoljno
da se pojavi crno polje unutar trake, u traci mora da postoji bar jedno crno
polje. O

Teorema 25. BJ <M(Cy,n) <2n-1.

Dokaz. Ako datu tablu dimenzija nx n podelimo na trake nx 2, na os-

novu leme 6 imamo da je M(C,,n) 2 L;J . Gornja granica dobijena je kon-

strukcijom sa slike 17. O

Lema 7. U nekom C, automatu, u svakoj figurici sa slike 18 mora da

postoji bar jedna obojena Celija da bi se obojila cela ta figurica.

Dokaz. Posmatrajmo takvu figuricu koja nema crnih polja. Primetimo
da Celije unutar te figurice imaju najvise tri suseda van nje, odnosno imaju
najvise tri crna suseda, §to nije dovoljno za novo bojenje. Dakle, kako bi se
obojila figurica, unutar nje mora da postoji bar jedna crna celija. [l
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2 _8n

Teorema 26. V J<M(C4,n)<2n 1_{1121—‘ .

Dokaz. Primetimo da ravan moZemo da popol¢amo cveti¢ima. Dakle,
unutrasnjost posmatrane table sigurno moZemo da poplo¢amo cveti¢ima.
Kako cveti¢ zauzima 3 vrste i 3 kolone, mozemo zakljuciti da najvise dve
vrste, odnosno kolone uz svaku ivicu ne moZzemo da poploc¢amo. Dakle,
ukoliko podelimo posmatranu podtablu na cvetiée pomenutom metodom,
moze da ostane najviSe 8n Celija koje nisu raspodeljene, odnosno ne
pripadaju nijednom cveti¢u. Na osnovu leme 7 znamo da u svakom cveti¢u
od 7 ¢elija mora da postoji bar jedna Celija u stanju 1, pa stoga vazi

M(C,,n)> V

. Gornje ograni¢enje dobijamo iz konstrukcije sa

slike 19. U

e O e

* P &
&’t o &
e O o e

Lema 8. Neka je F figurica od 3 Sestougla takva da je svaki Sestougao
sused preostalim Sestouglovima. U svakoj figurici ' u nekom C automatu
mora da postoji bar jedna Celija u stanju 1 da bi se obojila cela ta figurica.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da su sva polja neke figurice F' bela.
Primetimo da svaka ¢elija te figurice moZe imati najviSe 4 crna suseda, jer
ima tacno 4 suseda van te figurice. Drugim re¢ima, u svakoj figurici F' mora
da postoji bar jedna celija u stanju 1. O

Teorema 27.

{”_ZJ-V”“‘JMn 4<M(C,,n) <4n-— 4{ J(n 2).
2 3 2

Dokaz. Lema 8 nam kaZe da u svaka 3 polja rasporedena u F figurici
mora da bude bar jedno obojeno. Primetimo da sva polja na ivici podtable
moraju biti obojena jer nemaju dovoljan broj suseda untar podtable. Kako
se u traci dimenzija 2x3x nalazi tacno 2x ovakvih figurica, dobijena je

donja granica {n ;2J ~[2n3_4J +4n—4. U slucajevima kada n nije deljivo

sa tri, minimalan broj polja je strogo veéi od donjeg ogranicenja. Gornja
granica sledi iz konstrukcije sa slike 20. 0

Lema 9. U svakoj figurici F koja je sastavljena od 3 Sestougla tako da
je svaki Sestougao sused preostalim Sestouglovima, mora da postoji bar 2
polja u stanju 1 da bi se cela ta figurica obojila u nekom C, automatu.  [J
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Slika 20.
C, automat

Figure 20.
C, automaton

Dokaz. Da bi bela éelija promenila svoje stanje, svi njeni susedi
moraju biti crni. Dakle, ukoliko postoji jedna bela ¢elija u figurici F, svi
njeni susedi moraju biti crni, a kako su preostale dve Celije iz F njeni susedi,
sledi da i one moraju biti crne da bi se ona obojila. O

_ _ 2
Teorema 28. VZZJ.VIE 4J+4n—4 SM(Cé,n)sg);lr +2n—4.

Dokaz. Primetimo da sve celije sa oboda moraju biti obojene jer ne-
maju dovoljno suseda unutar posmatrane podtable. Na osnovu leme 9
mozemo zakljuciti da u unutra$njosti podtable mora da postoji bar

V ;ZJ .{2n3_4J crnih Celija, odnosno donje ogranicenje broja M je V;z .

.L2n3_4 J +4n—4. Gornje ogranicenje sledi iz konstrukcije sa slike 21. Pri-

metimo da je konstrukcija napravljena tako Sto se u unutraSnjosti posmat-
rane podtable, u svakom redu, svako trece polje ostavi belo, ali sa odre
denim pomeranjem kao na slici. Kada 3|n imamo situaciju bas kao na slici
21. Primetimo da se broj crnih polja u tom slu¢aju moZe zapisati na sledeci
nacin:

M(Cs7’1)=4n—4+{2(n3_2)J+2{2("3_2)—‘+ m+2{2(n3—2)—‘+{2(n—2) J _

o 2 )

ML U N P s B L A S
3 3 3 3
Slika 21.
C automat
Figure 21.

C, automaton

U drugom slucaju, kada je n =1 (mod 3), na sli¢an nacin dolazimo do
gornjeg ogranicenja:

152 « PETNICKE SVESKE 78 DEO |



M(C,.n) =4n_4+2P_ZHZ(’1_2W{n_ZHZ(n_ﬂ _
3 3 3 3

:4n_4+2.n7—1.2(n—4)+2.n—4.2(n—l):
3 3 3 3

_2n-1)

(n—=4)+4n-4.

U poslednjem sluéaju kada je n =2 (mod 3), imamo da 3|n—2, pa je

2(n-2)°

gornja granica jednaka +4n—4.

O

T, automati

Teorema 29. M(T,,n) =1.

Dokaz. Kao i u prethodnim slucajevima gde je k = 1, dok na tabli
postoje polja razlicitih stanja, postojace i susedna polja razlicitih stanja, te
¢e se u svakom koraku pojavljivati bar jedno crno polje sve dok se cela tabla
ne oboji. O

Lema 10. U svakom Sestouglu koji sadrzi Sest éelija u nekom auto-
matu 7, mora da postoji bar jedna crna éelija da bi se obojio taj Sestougao.

Dokaz. Primetimo da svako polje iz takvog Sestougla ima ta¢no po
jednog suseda van njega. To nam govori da sva njegova polja mogu imati
samo po jednog crnog suseda izvan Sestougla, a to nije dovoljno za stva-
ranje novih crnih éelija. Dakle, u svakom Sestouglu mora da postoji bar

jedno crno polje. O
Teorema 30.
> HilERMmaIES
B O < M(T,, n) < 12+ 9+
6 2 2

(nmod 5)-((nmod 5) +1)

2

Dokaz. Primetimo da moZemo poplocati ravan Sestouglovima, tako da
ne postoje rupe izme du njih. Dakle, moZemo poplocati unutra§njost
posmatrane podtable. Kako Sestouga mozZe da zauzima najvise dva reda uz
svaku ivicu, moZemo zakljuditi da najviSe 2n éelija iz po jednog reda uz
svaku ivicu ne moZe da se poploca. Ukoliko podelimo podtablu na Sestoug-
love na gore pomenut nacin, najvise 6n ¢elija moZe da bude neraspodeljeno,
odnosno da ne bude ni u jednom Sestouglu. Na osnovu leme 10 znamo da u

svakom Sestouglu mora da postoji bar po jedna crna Celija, pa dolazimo do
2

+ n(nmod5) +

donje granice {n nJ. Gornje ogranicenje sledi iz konstrukcije sa slike

22. Trougao se podeli na podtrouglove stranice 5 i u svakom usprvanom

trouglu boje se spoljasnja polja, kojih ima 12, a u svakom obrnutom trouglu
dovoljno je obojiti 9 polja kao na slici 22. O
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n’+n

Teorema 31. M(T,,n) =

Dokaz. Neka je  minimalan broj polja koja moraju biti u stanju 1 na
pocetku i neka je obim svih polja O. Kako su polja u obliku trougla, sledi da
je O <3¢. Primetimo da belo polje mora da ima tri crna suseda da bi se
obojilo, a svojim bojenjem smanjuje obim za ta¢no 3. Kako belih polja ima
n’ —t, kada se oboji cela tabla obim ée biti jednak 3t —3(n> —t). Posto je

n*+n

krajni obim jednak 37 imamo da je 3t —3(n* —) >3n=1 > . Naslici

)

23 je prikazana konstrukcija sa ta¢no " polja koja boji celu tablu.

n(n+1) _n2 +n

2 O

Obojena su sva uspravna polja, a njih ima

Bojenje beskonacne table

Do sada je analizirana vrednost broja M(A, P) za razliCite podtable P
konaénih dimenzija. U ovoj glavi razmatramo slucaj kada je P zapravo skup
svih polja nekog beskonadnog automata, tj. pitamo se da li je moguce
postaviti konaéno mnogo crnih polja u nekom automatu tako da se posle
beskona¢no mnogo iteracija oboji cela tabla.

Definicija 8. Neka je A crno-beli CA. Polje x automata A zovemo obo-
jivo u odnosu na datu pocetnu konfiguraciju automata A ako postoji prirodan
broj n_ takav da je polje x crne boje u i-toj iteraciji za sve i 2 n_. Ukoliko
postoji pocetna konfiguracija automata A takva da je svako njegovo polje
obojivo u odnosu na tu konfiguraciju, tada kazemo da je A obojiv.
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Slika 22.
T, automat

Figure 22.
T, automaton

Slika 23.
T, automat

Figure 23.
T, automaton
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Definicija 9. Neka je A crno-beli CA. Sa M(A) oznacavamo najmanji
prirodan broj n takav da postoji pocetna konfiguracija sa ta¢no n crnih polja
u odnosu na koju je A obojiv. Ukoliko takav prirodan broj n ne postoji, tada
piSemo M(A) = .

Dakle, M(A) je najmanji broj crnih polja u pocetnoj konfiguraciji au-
tomata A, pocevsi od koje ceo CA A postaje crn nakon beskonacno iteracija.
Sledeca teorema je vrlo prirodna:

Teorema 32. Neka je A crno-beli 2D CA.

a) Ukoliko postoji prirodan broj C takav da je M(A, n) <C za svako
n e N, tada je M(A) <C.

b) Ukoliko je M(A,n+1) > M (A, n)zasvako n € N, tada je M(A) = oo.

Dokaz. Deo a): pretpostavimo suprotno, neka je M(A) >C. Tada po-
stoji n €N, za koje je M(A, n) >C, §to dovodi do kontradikcije.

Deo b): pretpostavimo suprotno, M(A)=C N. Kako je f(n) =M (A, n)
strogo rastuca funkcija, postoji n € N, takvo da je f(n) =M (A,n) >C. To
znaci da je datu podtablu n x n nemoguce obojiti u crno sa C pocetnih crnih
polja, a samim tim ni celu tablu. O

Teorema 33. M(A,)=wzak>1i M(A;)=wzak >3.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da takav automat moze da se §iri bes-
konaéno za pocetnu konfiguraciju sa kona¢no mnogo crnih polja. Za
proizvoljnu pocetnu konfiguraciju, posmatrajmo dovoljno veliki kvadrat
koji sadrZzi sva polja te konfiguracije. Kako se automat §iri beskonacno, u
nekom trenutku ¢e se sigurno pojaviti crno polje van tog kvadrata. Obele-
Zimo sa ¢ prvo polje van tog kvadrata koje ¢e postati crno. Posto pre bojenja
polja # nije postojalo nijedno crno polje van pomenutog kvadrata, znamo da
to polje moZe imati crne susede samo unutar istog. Kako to polje moze
imati najviSe jednog suseda unutar kvadrata u sluc¢aju A, automata, od-
nosno 3 u slu¢aju A, automata, zakljucujemo da to polje nikada nece postati
crno. Dosli smo do kontradikcije, §to znaci da ée se automat zavrsiti posle
kona¢no mnogo iteracija. O

Prethodnu teoremu moZemo uopstiti.

Teorema 34. Neka je A crno-beli 2D CA u kome belo polje postaje
crno akko ima bar k crnih suseda, dok crno polje uvek ostaje crno. Neka je
m najveci broj suseda koje moze imati polje ovog automata u nekoj polu-
ravni u kojoj se to polje ne nalazi. Ukoliko je m < k tada je M(A) = oo.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno — neka se takav automat Siri besko-
nacno za pocetnu konfiguraciju sa kona¢no mnogo crnih polja. Uo¢imo
kvadrat, takav da su sva crna polja pocetne konfiguracije unutar njega.
Posto se automat beskonacno $iri, mozemo zakljuditi da ¢e se u nekom
trenutku sigurno pojaviti crno polje van tog kvadrata. Oznac¢imo prvo takvo
polje sa t. Polje  moZe imati crne susede samo unutar kvadrata, jer pre njega
nisu postojala crna polja van kvadrata, a po uslovu teoreme znamo da
takvih suseda ima najvise m. Kako je m < k polje nikada nece postati crno,
tj. dolazimo do kontradikcije. O
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Expansion of Cellular Automata

We can imagine a cellular automaton (CA) as an infinite set of cells
such that all of them are in a certain state (from a finite set of states) and all
cells change their states simultaneously according to a local update rule. All
such rules depend on the states of the cell’s neighbors. This process is re-
peated in discrete time moments. It turns out that amazingly simple update
rules may produce extremely complex dynamics when applied in this fash-
ion — Game of Life is the most famous example of that. In this paper we dis-
cuss two dimensional binary (black and white) automata. The main results
in this paper deal with, given the update rules, finding the minimal number
of black cells in a subset of the whole CA such that, in a finite number of
steps, the subset of the CA becomes entirely black. We also determine this
number for an infinite table.
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