Katarina Krivokuca i Dimitrije Glukcevic

Problem izlaska iz Sume

Belmanov problem (1956) traZenja najkraceg izlaznog puta iz Sume poz-
natog oblika i dimenzija je reSen za mali broj Suma. Jedan od reSenih
slucajeva je traka ogranicena sa dve paralelne prave na jedinicnoj uda-
ljenosti. Tacnije, Zalgaler je 1961. godine pronaSao najkraci put jedinicne
Sirine i pokazano je da je to najkraci izlazni put iz posmatrane Sume. Ta-
kode su istraZivani i najkraci putevi jedinicne Sirine u visim dimenzijama.
Gomi je 2018. poostrio gornje ogranicenje za duZinu takvog puta u pro-
storu i prona$ao donje ogranicenje za duZinu takvog puta u R". U ovom
radu cemo predstaviti jedno gornje ogranicenje za duZinu najkraceg puta
Jjedinic¢ne Sirine u R", kao i modifikaciju Belmanovog problema u kojoj vise
ljudi krece iz iste tacke i smatra se da su izasli iz Sume ako barem jedan od
njih izae, pri Cemu se za duZinu puta uzima suma duZina pojedinacnih pu-
teva. Dalje, u radu je pokazano jedno gornje i jedno donje ogranicenje za
duZinu najkraceg puta jedinicne Sirine u R" pri posmatranoj modifikaciji
problema, kao i dokaz optimalnosti jedne modifikovane putanje u ravni pri
restrikciji konveksnog omotaca puta na trougao. Dosadasnji rad i intuicija
ukazuju na to da je pri posmatranoj modifikaciji u R" najkradi put jedinic¢ne
Sirine bas put za (n+1)-nog coveka konstruisan u ovom radu.

Uvod

Originalni problem Izgubljeni u Sumi je postavio Belman 1956. i on je
glasio (Bellman 1956):
Koji je najkraéi put kojim ¢ovek izgubljen u Sumi poznatog oblika i
dimenzija treba da ide tako da posle tog puta zna da ¢e sigurno iza¢i
iz nje?
Formalnije, problem se definiSe kao ,,Koji je najkraci izlazni put iz Sume?”,
ako smo Sumu i izlazni put definisali ovako:
Definicija 1. Suma je zatvoren konveksan planaran skup.
Definicija 2. Put je neprekidna i rektifikabilna kriva.
Definicija 3. Za put P kazemo da je izlazni put iz Sume F ako se put P
ne moZe postaviti unutar Sume P bez presecanja njenog ruba.
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Resenje ovog problema je poznato za mali broj Suma. Da bi se defini-
sale neke klase Suma za koje je problem reSen, potrebne su sledeci pojmovi:

Definicija 4. Za ogranic¢enu Sumu, dijametar se definiSe kao najveca
udaljenost izmedu neke dve tacke Sume.

Definicija 5. Sirina puta je najmanja udaljenost izmedu neke dve para-
lelne prave takve da se taj put nalazi izmedu njih.

Tri klase Suma za koje je problem reSen su:

— ,,Debele” sume: to su Sume koje su ogranicene i pokrivaju neki
romb sa uglom od 60° i velikom dijagonalom duzine dijametra
Sume. Najkra¢i izlazni put iz njih je duz ¢ija je duzina jednaka dija-
metru posmatrane Sume (Finch i Wetzel 2004). Neki primeri
,»-debelih” Suma su kruznica i svi pravilni mnogouglovi sa vise od tri
stranice.

— ,, Tanke” sume: to su one Sume u koje se moze upisati tzv. Zalga-
lerov pravougaonik (Zalgaller 1961), tako da njegove duze stranice
leZe na rubu posmatrane Sume. Zalgalerov pravougaonik je pravo-
ugaonik ¢ija je kraca stranica 1, a duza duzine Zalgalerove putanje,
koja je takode najkracda izlazna putanja iz Suma ove klase. Naj-
poznatiji primer ,,tanke Sume” je Suma koju obrazuju dve paralelne
prave na udaljenosti 1.

— Neki jednakokraki trouglovi, tj. jednakokraki trouglovi ¢iji uglovi
pripadaju nekom konkretnom rasponu, iz kojih je najbolji izlazni
put Besikoviceva Z kriva (Besicovitch 1956).

Prvo, uopstimo ovaj problem na viSedimenzione prostore. Za to je po-

trebno dati novu definiciju ume i puta tako da vise ne ,,7ive” u R?, ve¢ u R".

Definicija 6. n-dimenziona Suma je zatvoren, konveksan skup u R”.

Definicija 7. n-dimenzioni put je neprekidna i rektifikabilna kriva u
R".

Definicija 8. Za n-dimenzioni put kazemo da je izlazan iz n-dimen-
zione Sume ako ne moze biti postavljen unutar nje bez presecanja njenog
ruba.

Definicija 9. Sirina n-dimenzionog puta je najmanja udaljenost iz-
medu dve paralelne hiperravni takve da se taj put nalazi izmedu njih.

Drugo uopstenje koje ¢e biti posmatrano u ovom radu je problem vise
ljudi unutar Sume. U kontekstu originalnog problema, pitanje bi bilo posta-
vljeno kao:

Grupa od k ljudi je zajedno izgubljena unutar Sume poznatog oblika

i dimenzija. Koja je najmanja suma duzina puteva koje oni moraju

da predu tako da znaju da ¢e barem jedan od njih iza¢i iz Sume?
Formalno, to bi se definisalo kao:

Definicija 10. Put za & ljudi je skup & puteva koji krecu iz iste tacke.

Definicija 11. DuZina puta za k ljudi je suma duZina pojedinac¢nih
puteva.

Definicija 12. Za put za k ljudi kaZemo da je izlazni put iz Sume F ako
za bilo koji pocetni poloZzaj, barem jedan od k puteva iz skupa izlazi iz F.
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Na primer, iz Sume u R? ograni¢ene sa dve prave na jedini¢noj udalje-
nosti, za jednu osobu je najkraci izlazni put Zalgalerova putanja, koja je
duZine oko 2.278291644 (Zalgaller 1961), a za tri coveka jedan od izlaznih

puteva Cine tri duzi duZine % pod uglovima od 120°. Ovaj izlazni put za 3

osobe ima duZzinu 2, te je kracéi od Zalgalerove krive.
Prirodno se postavlja sledece pitanje:
Grupa ljudi je zajedno izgubljena u Sumi poznatih dimenzija. Pret-
postavljajuci da je grupa dovoljno velika, koji je njihov najkraci iz-
lazni put iz Sume?
Formalnije, ako je za Sumu F duZina najkradeg izlaznog puta za k ljudi
S, (F), traZi se:

S(F) = lim S, (P).

Ovaj limes je definisan jer je niz S, (F) nerastudi, jer u izlaznom putu
za k +11judi, jedan Covek moZe da stoji, i stoga S, ,, (F) <S, (F). Ovaj niz je
takode ogranicen odozdo nulom jer predstavlja sumu nekih duZina, te ovaj
limes mora da postoji.

U ovom radu posmatramo uopstenje Belmanovog problema u R”, u
originalnoj formulaciji (Bellman 1956; Ward 2008), kao i pri modifikaciji
za vise ljudi.

U odeljku ,,Minimalni simpleks” pokazano je koja je najmanja duZina
stranice pravilnog simpleksa u R" koji se ne moZe smestiti izmedu dve hi-
perravni na jedini¢noj udaljenosti. Zatim su u nastavku odeljka ,,Traka u n
dimenzija” uocene ,,Setnje” po tom simpleksu koje su izlazne putanje iz
Sume ograni¢ene sa dve paralelne hiperravni na jedini¢noj udaljenosti u R"
redom za jednog i (n+1)-nog Coveka, ¢ime su data dva gornja ogranicenja
za duZinu izlaznog puta iz ovih Suma — prvo vaZi za uopStenje originalnog
problema, a drugo (koje je jace od prvog) vazi za modifikaciju problema.

Nadalje se sve posmatrna pri modifikovanoj verziji problema.

Odeljak ,,Donje ograni¢enje u n dimenzija” se bavi donjim ograni-
¢enjem za duZinu najkraceg izlaznog puta iz Suma posmatranih u odeljku
,,Minimalni simpleks”, u zavisnosti od toga koliko ljudi pokuSava da izade
iz Sume.

U odeljku ,,k-traka u R" dimenzija” su posmatrane Sume koje su
uocene kao drugi nacin da se u R" uopsti planarna Suma ograni¢ena sa dve
paralelne prave na jedini¢noj udaljenosti. Pokazano je da je problem izlaska
iz svake od tih Suma ekvivalentan problemu izlaska iz Sume ograniene sa
dve paralelne hiperravni na jedini¢noj udaljenosti u prostoru neke druge
(konkretno odredene) dimenzije.

U odeljku ,, Traka u R? sa proizvoljnim brojem ljudi” posmatran je
problem izlaska iz planarne Sume ogranicene sa dve paralelne prave na
jedini¢noj udaljenosti. Pokazano je da je, pri restrikciji konveksnog omo-
ta¢a puta na trougao, najkraci put sa ma koliko ljudi bas konstruisani put sa
tri osobe duzine 2.
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Traka u n dimenzija

Sli¢no problemu Sume oblika beskonacne trake (Zalgaller 1961), pos-
matra¢emo Sume u R" ograniéene sa dve paralelne hiperravni na rastojanju
1. Ovako definisanu Sumu u R" zovimo trakom u n dimenzija i ozna¢imo je
saT, .

Sume ovog oblika su veé¢ posmatrane u kontekstu ispitivanja irina
putanja, poSto vaZzi ekvivalencija izmedu toga da n-dimenzioni put ima $i-
rinu barem jedan i da je izlazna za Sumu 7, . Gomi je 2018. pokazao da vaZi:

Teorema 1 (Ghomi 2018). Neka je v : [a, b] — R" rektifikabilna kriva,

neka je L njena duZina, a @njena Sirina. Tada vazi:

Ly 22782 + 9(n-2).
(O]

Dalje, ako je y zatvorena, vaZi:

L >’ +16(n-2).

(O]

Stoga, donje ogranic¢enje duZine izlaznog puta za jednog coveka iz 7,
je/22782% + 9(n-2) .
Zalgaler je konstruisao put u R* jedini¢ne Sirine i duZine ne veée od

3.9215 (Zalgaller 1994, prema Finch 2019), $to je blizu ogranicenja 3.7669
dobijenog teoremom 1.

Hipoteza 1.S(T,) =S, ., (T,) :\/n{gwn{ﬂ +1J _

Intuicija iza postavljanja ove hipoteze je to §to se na primerima R” i R?
ispostavlja da je put posmatran dalje u ovom odeljku sa 3, odnosno 4 osobe
kraci od najkradeg moguceg puta za jednog coveka. Takode, konveksni
omotac¢ posmatranih puteva je simpleks u odgovarajuéoj dimenziji, $to je
telo sa najmanje temena koje ,,Zivi” u posmatranom prostoru i posmatrani
put iz centra simpleksa smatramo da ée se ispostaviti za najkraci put ¢iji je
ovo konveksni omota¢, ma koliko ljudi da ga obrazuje.

Minimalni simpleks

Sledeée tvrdenje daje minimalnu duZinu stranice pravilnog n-sim-
pleksa koji se ne moZe postaviti unutar trake u n dimenzija. Iz njega sledi
gornje ograniCenje za izlaznu putanju iz ovakve Sume u R" za jednog ¢o-
veka, kao i gornje ogranicenje tog puta za n +1 ljudi.

Tvrdenje 1. Izmedu dve hiperravni u R” na udaljenosti 1 se ne moZe

RS

n+l

postaviti pravilan n-simpleks stranice tako da

ga nijedna od ove dve hiperravni ne sece.
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Dokaz. Posmatrajmo u R simpleks odreden temenima:

4,=(0,0,0, ..., 0,0),
A,=(=1,1,0,...,0,0),

4,,=(-1,0,0,...,0,1).

Ovaj simpleks, iako je definisan u R"™*' ima n dimenzija, tj. pripada
potprostoru R".

Posto Zelimo da nademo maksimalan n-simpleks koji moZemo po-
staviti unutar trake u n dimenzija, to je ekvivalentno tome da za fiksan
n-simpleks nademo minimalnu udaljenost izmedu dva paralelna potpro-
stora dimenzije n —1 izmedu kojih se on ne moZe smestiti bez presecanja.

Posmatrajmo neki (n —1)-dimenzioni potprostor koji sadrZi teme A, i
pripada potprostoru generisanom tackama A,, A,, ..., A takav da su

n+l?

tacke A,, A, ..., A, saiste strane ovog potprostora. Neka je X =(x,, x,,...

...,X,,,) jedini¢ni vektor normalan na ovaj potprostor i koji pripada pot-
prostoru generisanom tatkama A,, A,, ..., A, ,,. Iz tog uslova, vektor X

— —
mozemo predstaviti kao linearnu kombinacija vektora A|A,, A A;, ...
_

0 AA

n+l°

—_

Ay AJA, + 0 AJA + 4+ CAAL =X

1z ovoga dobijamo slededi sistem jednacina:

Ay =hy— 7N, =X,
}"2 =Xy
Ay =x,,
A =X

n+l n+l?

odnosno:

X, +x,+...+x,,, =0.
Takode, posto je x jedini¢ni vektor normalan na posmatrani (n —1)-di-

—
menzioni potprostor, za svako i € {2, 3, ..., i+1}, skalarni proizvod A A,-X

predstavlja rastojanje izmedu temena A, i posmatranog (n —1)-dimenzionog

potprostora. Neka su ova rastojanja redom /,, [, ..., [, ,,. Tada je:

L=(-1,1,0,...,0)-(x,, x5, ...X,,,) =X, =X,

[y =x; —x,,

Postosu A,,A,, ..., A,,, saiste strane potprostora na koji je normalan

> n+

vektor X, ovi skalarni proizvodi su svi istog znaka. Bez umanjenja opstosti,
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recimo da su svi nenegativni. Predstavimo x,, x,, ..., x,,, u funkciji od [,,
l

3%t ln+1:

n+l

_ L+l+ o+l

1 s

n+l
R e e P
g n+l ’
L +n-l, =1, —...=1
X, = X
’ n+l1

n+l

e Rl St PR (A
n+l

Posto za vektor X znamo da je jedini¢ni, vazi:

2 2 2
X, 4+x; o+ x,, =1,

n+l

2 2
-1, -l -0, N nly—ly—..—1,, .
n+l1 n+1
2
“+[—l2—l3—...+n-lmj _L
pa zakljuCujemo da je:

n+l n+1l
{(n2 +n)- Y 1P -2n+2)- YL, -1}} =1,
i=2

odakle je:

(n+1)*

i=2,i<j
odnosno:
n+l ) n+l
ny IF=2- >0l =n+l
i=2 i=2.i<j

Problem je ovim sveden na nalaZenje najvece udaljenosti na koju mo-
Zemo da postavimo drugi (n —1)-dimenzioni potprostor paralelan posma-
tranom, tako da on sigurno sece posmatrani simpleks. Primetimo da je
traZena udaljenost jednaka minimumu po svim posmatranim (7 —1)-dimen-
zionim potprostorima od max{/l,, [, ..., [ ,, }.

Ekvivalentan problem tome bi bio, za neko fiksno / € R* maksimizo-
vati izraz:

priuslovul,, L;, ..., [ ., €[0, [] (zahvaljujemo se Pavlu Martinovic¢u na po-
modi oko ovog dela dokaza).
Fiksiranjem [, , [, ..., [, dobijamo kvadratnu funkciju po [ ,,:
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n.l:Jrl _ln+1 zil, +il,‘2 -2 il, lj
i=2 i=2

i=2,i<j
Posto je u ovoj kvadratnoj funkciji koeficijent uz I7,, pozitivan, njen grafik
je konveksna parabola, te joj je na segmentu [0, /] maksimalna vrednost na
jednom od krajeva segmenta, tj. maksimizuje se kada je [ ,, ili Oili L
Analogno, svaki od [,, [;, ..., [, takode treba biti ili O ili /. Sada treba

maksimizovati ovaj izraz, pri uslovu:
L,l,....0,,,€{0,1}.

Posmatrana suma moze da se drugacije zapise kao:

n

S+ S -1) =n+l,
i=2

i=2.i<j

Neka od ovih duZina a € N ima vrednost /, a n —a ima vrednost 0. Uba-
civanjem toga u prethodno, dobija se:
al> +(n—-a)a-1* =n+1,
odnosno:
I*-a(n+l—-a)=n+l.

Posto se / minimizuje kada se (n+1—a)a maksimizuje, an+l—aia
imaju konstantan zbir, prema nejednakosti izmedu aritmeticke i geome-
trijske sredine, to se desava kada je n+1—a = a. Ovo se moze dosti¢i kada je

n neparno, a kada je parno, izraz se maksimizuje kada se a i n+1—a raz-

likuju za jedan. Stoga, a =[nz+l .

Time se dobija:
U N FA Y U N
2 2
n+l
n+l n+l '
— | n—|— |+1
2 2

Posto je stranica ovog simpleksa duzine /2, odnos stranice simpleksa i

udaljenosti dva (n —1)-dimenziona potprostora izmedu kojih se taj simpleks
ne moze postaviti izmedu njih je:

MRERD

odnosno:

l n+l

Stoga, izmedu dva paralelna (n —1)-dimenziona potprostora na udaljenosti 1

)

n+l

ne moZe da se postavi n-simpleks stranice
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Dodatno, ovaj simpleks je po konstrukciji minimalan, tj. svaki pra-
vilan n-simpleks krace stranice se moZe postaviti izmedu dva paralelna
(n—1)-dimenziona potprostora na udaljenosti 1. O

U sledecoj teoremi ¢emo, koristeéi prethodno dobijeni rezultat, kon-
struisati jedan izlazni put za jednog ¢oveka iz Sume 7, . Time je dato gornje
ogranicenje za duzinu najkraceg takvog puta.

Teorema 2. Put koji formiraju po trojkama nekomplanarne ivice

HEay

n+l

n-simpleksa Cije su ivice duzine je izlazni put

iz trake u n dimenzija, i taj put ima duZinu:

REED

n+l

L . =n

n,l

Dokaz: Prema tvrdenju teoreme 1, ovaj simpleks se ne moZe postaviti
izmedu posmatranih potprostora, tj. rub Sume sece simpleks, kako god ga
postavili unutar nje. Posmatrani put je neprekidan i njegov konveksni
omotac je bas§ ovaj simpleks. Zato $to posmatrani simpleks izlazi iz ove
Sume, tj. jedan od ova dva (n —1)-dimenziona potprostora ga sece, on mora
da sece i put Ciji je taj simpleks konveksni omotac. Stoga, ova putanja je

izlazna, i ima duZzinu:
2. LH |\ n— LH +1
2 2

Lnl -
' n+l
Stoga, vazi sledece:
P
S(T)<L, =n: .
’ n+l 0

Sledeca teorema daje konstrukciju jednog izlaznog puta za n +11judi iz
Sume 7, sli¢no prethodnoj. Ovime je dato gornje ogranicenje za najmanji
takav put.

Teorema 3. Put koji formira n+1 duZi od centra do svih temena pra-

deniGraw
2 2

n+l
lazni put za n+11judi iz trake u n dimenzija i taj put ima duZinu:

s
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Dokaz. Sli¢no dokazu teoreme 2, posto svaki od n+11judi ide od
centra posmatranog simpleksa do nekog od njegovih temena, tako da do
svakog temena ide ta¢no jedan ¢ovek, konveksni omota¢ skupa ovih puteva
je bas taj simpleks. Po§to barem jedan od posmatranih (n —1)-dimenzionih
potprostora sece konveksni omota¢ ovog puta, barem jedan od njih mora
sedi i taj put.

Odnos izmedu rastojanja centra simpleksa i temena sa duZinom ivice je:

) o)

NG V2-(n+1)

Onda je rastojanje izmedu centra i temena u simpleksu stranice
Z.Vﬂ. ,,_[nﬂ“
2 2 1 n+1 n+l
dato sa - |n- | n— +1].
2 2

n+l n+l
Posto svaki od n+1 ljudi koji krecu iz centra ovog simpleksa ima put
duZine S, ukupna duZina puta je:

PPN

Stoga, vazi sledece:
Sn+l(Tn)SLn n+1 = n’(n-’_l—‘ n_lyn-‘rl-l_'_l N
’ 2 2 0

Donje ograni¢enje u n dimenzija

Gomi je pokazao donje organicenje za duZinu puta Sirine 1 (Ghomi
2018). KonstruiSimo put za jednog ¢oveka koji koriste¢i Gomijevo ograni-
¢enje, daje donje ogranicenje za duZinu modifikovanog puta.

Teorema 4. Neka je S, duZina najkraceg izlaznog puta jedini¢ne Sirine
za k 22 ljudi iz trake u n > 2 dimenzija. Tada vaZi:

k .
2k-2

S, >

227827 +9(n-2).

Dokaz. Neka suvy,, v,, ..., ¥, putevi ovih & ljudi, za svako 1<i<k,
gde jey, : [0, 1] > R" neprekidna funkcija.

Cilj je da napravimo funkciju koja ¢e na neki nacin imitirati put za viSe
ljudi i to radimo tako S$to za dati put za k ljudi, funkcija ,,ide” kao da kreée iz
krajnje tacke za prvog coveka, zatim ,,ide” do pocetne tacke. Zatim ,,ide”” do
krajnje tacke drugog, pa nazad do pocetne, analogno i za sve do (k —1)-vog
¢oveka. Nakon ovoga se funkcija opet ,,nalazi” u pocetnoj tacki i iz nje
,»ide” do krajnje tacke puta za k-tog Coveka. Neka su /,, L,, ..., [, redom
duZine krivihy,,v,, ..., V., takodaje [l ,l, 2max(l,,[;,....[, ).
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Posmatrajmo funkciju y definisanu sa:
v:[0,2k-2] >R"

v, 1=x), 0<x<1
) y,.(x—(2i—3)), 2i-3<x<2i-2,ie{2,3,...k-1}
Ty (1-(r-2i-2)). 2i-2<x<2i-Lie(23,. k-1
¥ (x—(2k-3)), 2k -3 <x<2k-2
Po definiciji puta za & ljudi, put svakog ¢oveka je neprekidna funkcija i
vaziy, (0)=y,(0)=...=7,(0), te zasvako i € {2, 3, ..., k} vazi:
lim y(x)=y(2i-3),
x> (2i-3)"
lim  y(x)=y(2i-2).
x> (2i-2)"

Stoga, v je neprekidna funkcija, te moZemo na nju primeniti teoremu 1.
Primetimo da je duZina krive y zapravo [, +2-(I, +1, + ..., )+, te vaZi:

L+2-(L +1y+ .0 ) +1, 2 227827 +9(n-2).

Posto je duZina posmatranog puta za k ljudi datasa /, +1, +...+ [, i
posto su /; i/, najduZe od ovih duZina, tada vaZzi:

k
L+, +..+1, zm(ll +2:(L +l 4 )+,

stoga:

k P
S, >——./22782% +9(n-2).
. 2k—2\/ (n=2)

k-traka u n dimenzija

Traka u n dimenzija predstavlja uopStenje klasicnog primera Sume u
R’ ograni¢ene sa dve paralelne prave na udaljenosti 1. Ovo je uopstenje
koje nastaje interpretacijom ove Sume kao prostora ograni¢enog hiper-
ravnima u nekom prostoru i u sluaju R? je to jedina takva $uma koju ima
smisla posmatrati. U prostorima visih dimenzija od R” to nije slucaj.

Definicija 13. DefiniSimo k-traku u n dimenzija za svako n e N i za
svako 1 <k <n—1kao Sumu odredenu svim tackama iz R" na udaljenosti

Teorema 5. Najkraéa izlazna putanja iz k-trake u R” je ista kao naj-
kraca izlazna putanja iz trake u R

Dokaz. Pokazimo da za svaki izlazni put u traci u (k +1) dimenzija vazi
da je on takode i izlazni put iz k-trake u n dimenzija. Posmatrajmo jedan
izlazni put iz trake u (k +1)-voj dimenziji i pretpostavimo da je on ceo u
unutragnjosti nase k-trake u n dimenzija. Projektujmo dati R” prostor na R**!
potprostor u kom leZi posmatrani put. Prilikom ortogonalne projekcije bilo
koje figure, njena Sirina (u prostoru na koji smo projektovali) ne moze biti
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vecéa nego Sirina polazne figure u polaznom prostoru (zaista, ukoliko bi se
projektovana figura mogla smestiti izmedu neke dve hiperravni u svom pot-
prostoru, od njih direktno moZemo, pomeranjem u pravcu projekcije,
napraviti hiperravni polaznog prostora izmedu kojih je polazna figura).
Dakle, posmatranom projekcijom se uoceni put projektuje na sebe, a Citava
k-traka se projektuje na neki objekat Sirine ne manje od 1; stoga, posmatrani
put bi se mogao smestiti u neku traku Sirine 1 u prostoru R**', kontradikcija.
DokaZimo jos i da ne postoji kraci izlazni put iz k-trake u n dimenzija.
Neka je P k-dimenzioni potprostor koji definiSe posmatranu k-traku u n
dimenzija i neka je v proizvoljan jedini¢ni vektor ortogonalan na P.
Definisimo skup:

X, ={M+Z9|Z96P, |k\7|s;}.

Ovaj skup predstavlja traku u (k +1)-voj dimenziji i ona je upravo projekcija
polazne k-trake na odgovarajuéi (k +1)-dimenzioni potprostor. Dakle,
ukoliko bi postojao kraci izlazni put iz polazne k-trake, on bi se na ovaj
nacin projektovao na put iste ili jo§ manje duZine koji bi bio izlazni put za
traku u (k +1)-voj dimenziji, kontradikcija. O

Traka u R? sa proizvoljnim brojem ljudi

U ovom odeljku se bavimo restrikcijom problema na ravan.

Prvo éemo pokazati pomoéno tvrenje koje vaZi nezavisno od dimen-
zije prostora i tvrdi da je problem pronalazenja najkradeg puta za jednu i za
dve osobe ekvivalentan.

Zatim pokazujemo da je pri restrikciji konveksnog omotaca puta na
trougao, najkraci izlazni put iz trake u ravni duZine 2, nezavisno od broja
ljudi. Pri tome, put za dva coveka dobijen konstrukcijom iz teoreme 3 je bas
duzine 2, §to ide u prilog hipotezi da ne postoji put kra¢i od tog.

Lema 1. Za Sumu F u R" vazi:

S, (F) =S, (F).

Dokaz. Za svaki izlazni put za jednog ¢oveka postoji ekvivalentan
izlazni put za dvojicu jer ako dva ¢oveka krenu iz bilo koje tacke tog puta i
u suprotnim smerovima ga prate, obrazovace isti put. Sli¢no, za svaki iz-
lazni put za dva coveka postoji ekvivalentan put za jednog ¢oveka tako Sto
jedan Covek ide putem koji bi formirao da krene iz krajnje pozicije na putu
jednog od dva Coveka i prati taj put do krajnje pozicije drugog. O

Definicija 14. Geometrijska medijana skupa tacaka S = {Xj, Xo, ...
.. X}, gde su X, e R" je taCka M € R" za koju vazi:

M € argmin Z dX,;,M),

MeR" =]

gde je za A, B € R", d(A, B) euklidska razdaljina izmedu tacaka A i B, a za
svaku funkciju f: R" — R je argmin f(M) skup globalnih minimuma fun-
kcije f. MeR”
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Definicija 15. Toricelijeva tacka je geometrijska medijana trougla.

Za Toricelijevu tacku su poznata ova svojstva:

1. Ako je u OABC jedan od uglova veci od 120°, Toriéelijeva tacka

O ABC je teme tog ugla.
2. Ako suu ODABC sviuglovi ne veéi od 120°, Toricelijeva tacka
AOABC je tacka X takva da vazi: LAXB = ZBXC =/ CXA=120°

Teorema 6. Najkraci izlazni put iz T, €iji je konveksni omotac trougao
koji ima duZinu 2. Tacnije, to je put za troje ljudi koji krecu iz centra jedna-
kostrani¢nog trougla i svaki covek ide ka jednom od temena.

Dokaz. Neka je AABC konveksni omota¢ posmatranog puta i neka je
pocetna tacka puta tacka X (unutar OABC). Da bi ovo bio konveksni
omota¢ posmatranog puta, neki od ljudi koji krecu iz X svakako moraju da u
nekom trenutku produ i kroz tacku A, B i C. Kada bi iz tacke X kretalo viSe
od 3 osobe, svakako neka tri Coveka (ili manje) od njih moraju da produ
kroz ova tri temena trougla, a ostali nikako ne doprinose obliku konveksnog
omotaca. Stoga, optimalno je da krene najvise tri osobe.

Ako za OABC vazi da su mu svi uglovi ne veci od 120°, Toriéelijeva
tacka je unutar trougla i ,,gleda” sve stranice trougla pod uglom od 120°.
Put koji obrazuje troje ljudi koji krecu iz Toricelijeve tacke i svaki ide do
jednog temena je kraci od bilo kog puta za jednog Coveka, jer bi taj put
morao da prode kroz sva temena, tj. najkraci put za jednog ¢oveka bi bio
sacinjen od dve najkrace stranice, $to je duZe od puta iz Toricelijeve tacke
(po definiciji geometrijske medijane).

Stoga, neka je X Toricelijeva tacka AABC. Neka su hy, hy,, h, redom
visine iz temena A, B, C i neka je x = AX, y = BX, z= CX. Da bi put sa ovim
konveksnim omotacem bio izlazni iz 7,, mora vaZiti min{h,, hp, h.} 21, s
tim da se traZi minimalna suma x + y + z pri kojoj to vaZzi.

Problem minimizacije x + y + z pri uslovu min{%,, h, h.} >1 je ekviva-
lentan problemu maksimizacije min{A,, h,, h.} ako fiksiramo x + y + z = c,
za bilo koju pozitivnu konstantu c.

Bez umanjenja opStosti, nekaje h, <h, <h_,tj.x <y <z VaZisledece:

h,-BC

a

P(OABC) = = P(DABX) + P(OBCX) + P(OCAX) =

_ xy-sin(£AXB) N yz-sin(£ BXC) +zx~sin(4CXA) _
2 2 2

V3 xy+yz+zx

3
=— (xy+yz+zx) = h =
4 (ryty ) ¢ BC

Kosinusna teorema primenjena na OBCX daje:

BC =+Jy* +2> —2cos(£ BXC)-yz =+Jy* +2> +)z.

UvrStavanjem izraza za BC u izraz za h, dobijamo izraz koji treba
maksimizovati pri uslovu x <y <z:

poo V3 veysrar 3 wyryeeax V3o
2 V422 +yr 2 Jxy+yz+zx 2
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Posto je x + y + z = c 1 ovi brojevi predstavljaju duZine, tj. nenegativni
su, prema nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine vaZi:

xy+yz+zx <x> +y° +z7°,

odakle je:
1 21
Xy+yz+zx <—-(x+y+7)” =—-c
3 3
1 zato:
XY+ YT +zX SL~C.
V3
Maksimum se dostiZe za x =y = z, i tada je:
1:f~1/xy+yz+zx=;-c,

tj. ¢ = 2. Ovo je slucaj gde je DABC jednakostranican i X je njegov centar.
Ako je neki od uglova OABC vedi od 120°, Toricelijeva tacka je ono
teme u kom se spajaju dve najkrace stranice. Zbog pretpostavke i, <h, <
<h,vazi ZBAC > 120°.
Ponovo je uslov da ovaj put bude izlazni iz 7, da su sve visine ovog
trougla duZine barem 1, tj. da je i, 211 vaZi:

h, =sin(£BCA)-CA 21,
Posto je £ BAC > 120°, tada je £ BCA < 30°, j. sin(£ BCA) < % mora

vaziti CA > 2, te mora vaziti i CA + AB > 2, te ovaj slu¢aj ne moze biti bolji
od prethodnog, ¢ime je dokaz kompletan. O

Zakljucak

U ovom radu smo se primarno bavili uvodenjem i ispitivanjem modi-
fikacije Belmanovog problema izlaska iz Sume (Bellman 1956), sa ak-
centom na krive u R" jedini¢ne $irine, za ¢iju smo minimalnu duZinu dali
dva gornja ogranicenja (u formi primera puteva) — za jednog coveka i za
(n+1)-nog ¢oveka, kao i donje ogranicenje u zavisnosti od broja ljudi.

Takode, postavljamo hipotezu koja implicira da smatramo da Ce ta
grani¢na vrednost biti dostignuta ba$ za konstruisani put za (n+1)-nog
¢oveka. Shodno tome, ocekujemo da se donje ogranicenje za ovu vrednost
moze dosta poostriti i u slucaju jednog ¢oveka, kao i za viSe ljudi. Spe-
cijalno, ocekujemo da ¢e u ravni najkraci put za proizvoljan broj ljudi biti tri

¢oveka koja idu pravo duzima duZine %, pod uglom od 120°. Pokazali smo

da je ovaj put najkraci od svih puteva u ravni Sirine 1 ¢iji je konveksni
omotac trougao, i na osnovu tog tvrdenja smatramo da se mozda za svaki

put ¢iji je konveksan omota¢ neka figura F Sirine 1, moZe nadi trougao
Sirine 1 u kom postoji kraci put.
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Znamo da krive ¢iji je konveksni omota¢ minimalni simpleks, koje su
konstruisane u ovom radu, nisu optimalne za jednog ¢oveka. Naime, lako se
mogu skratiti, npr. Covek moZe i¢i ivicom ovog simpleksa dok ne dode do
duZine 1 i zatim preci na sledecu ivicu putem normalnim na nju. Zalgale-
rove krive u ravni i u prostoru (Zalgaller 1961; Finch 2019) predstavljaju
neku vrstu zakrivljenja puteva po simpleksu opisanih u ovom radu, te
smatramo da se i u R” moZe na sli¢an nacin dobiti kriva kraéa od ove, ¢ija je
Sirina 1.

Dalji rad bi mogao da se bavi traZzenjem grani¢ne vrednosti duZine
najkradeg puta Sirine 1 u R” sa & ljudi, kada k — oo, za koju je u radu argu-
mentovano za$to ta grani¢na vrednost postoji za svaku Sumu. Ostaje i pi-
tanje da li se za svaki put ¢iji je konveksan omotac figura Sirine 1, moZe naci
trougao Sirine 1, takav da postoji kraci put ¢iji je on konveksni omotac. Ovo
bi zapravo, zajedno sa tvrdenjem dokazanim u ovom radu, bilo reSenje pro-
blema grani¢ne vrednosti duZine izlaznog puta iz trake u dve dimenzije.
Pored toga, smatramo da se i donje ograni¢enje moZe dosta poostriti, ¢ak
moZzda na sli¢an nac¢in onom pokazanom u ovom radu — Gomijevo donje
ograni¢enje za jednog coveka se mozda moZe modifikovati tako da odgo-
vara problemu sa viSe ljudi.

Zahvalnost. Zahvaljujemo se Pavlu Martinovicu, uc¢eniku Matema-
ticke gimnazije u Beogradu, na pomo¢i oko dela dokaza tvrdenja 1.
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Katarina Krivokuca and Dimitrije Glukcevic

Lost in a Forest Problem

Bellman’s lost in a forest problem (Bellman 1956) is solved just for a
few forests. One of the solved cases is the case of a forest bounded by two
parallel lines at unit distance. More precisely, Zalgaller (1961) found the
shortest arc of unit width, and it was later proved that this arc is the optimal
escape path from this forest. The shortest curves of unit width were also re-
searched in higher dimensions. Ghomi (2018) sharpened the upper bound
for the length of the shortest space curve, and gave the lower bound for this
length in R". In this paper, we will show an upper bound for the length of
the shortest curve of unit width in R", as well as one modification of the
original problem in which more people start from the same point and we say
that they escaped the forest if at least one of them did, and the sum of
lengths of individual paths is considered as the length of the whole path.
Further we show a lower and an upper bound for the length of the shortest
escape path of unit width in R", considering the modification of the problem
given in this paper, and the optimal solution in the plane with the restriction
of the convex hull of the path to a triangle. Our work so far and intuitive rea-
soning indicate that considering the modification from this paper the short-
est curve of unit width in R" is the path for (n+1) people constructed in this

paper.
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