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Ana Damnjanoviæ i Filip Pokriæ

Aritmetièke progresije

duginih boja na grafovima

Anti-van der Verdenov broj grafa, koji obele-
�avamo sa aw(G, k), je najmanji prirodan broj r
takav da svako surjektivno r-bojenje grafa G
sadr�i aritmetièku progresiju du�ine k èiji je
svaki èlan razlièite boje. U ovom radu, dali smo
gornje ogranièenje anti-Van der Verdenovog
broja aw(G, 3) za proizvoljan graf, kao i jaèe
ogranièenje za bipartitne grafove. Predstavili
smo ih u funkciji od broja grana i broja èvorova
povezanih komponenti grafa. Za kraj, definisali
smo anti-van der Verdenov broj grupoida (S, � ),
u oznaci aw(S, k), i posmatrali smo vezu izmeðu
aw(G, k) nekih klasa grafova i aw(S, k) njima
ogovarajuæih grupoida.

Uvod

Ruski matematièar I. Šur je 1916. godine
dokazao da za svaki prirodan broj k postoji
dovoljno veliko n za koje va�i da svako k-bojenje
skupa [n] := {1, …, n} sadr�i monohromatsko
rešenje jednaèine x + y = z (Schur 1916). V. E.
Aleksejev i S. Savèev su 1987. posmatrali tako-
zvani anti-Šur problem i dokazali su da svako
istobrojno 3-bojenje skupa [3n] (kardinalnost
svake klase boje je ista) sadr�i rešenja jednaèine
x + y = z, gde x, y i z pripadaju razlièitim klasama
boja (Alekseev i Savchev 1987). Tada se prvi put
javlja pojam duge u ovom kontekstu matematike,
jer su ova rešenja nazivana rešenjima duginih
boja. J. Šonhajm je pokazao da svako 3-bojenje
skupa prirodnih brojeva, pri kom je kardinalnost
svake klase boja veæa od n/4, sadr�i rešenja

jednaèine x + y = z koja su duginih boja
(Schönheim 1988).

Inspirisan ovim problemima, Radoš Radoièiæ
je je na seminaru kombinatorike Masaèusetskog
instituta za tehnologiju postavio sledeæu hipo-
tezu:

Za svako istobrojno 3-bojenje skupa [3n],
postoji aritmetièka progresija du�ine 3,
koja je duga.

Prvi rezultat vezan za ovu hipotezu je objav-
ljen 2003. godine i on govori o preformulaciji hi-
poteze za ceo skup prirodnih brojeva. Hipoteza
je dokazana 2004. godine kao posledica tvrðenja
da æe svako 3-bojenje skupa [n] sadr�ati arit-
metièku progresiju du�ine 3 koja je duga, ako je
kardinalnost svake klase boja barem (n + 4)/6
(Axenovich i Fon-Der-Flaas 2004). U radu Ba-
tlera i saradnika (Butler et al. 2016) prvi put se
uvodi pojam anti-van der Verdenovog broja.
Anti-van der Verdenov broj, u oznaci aw([n], k)
predstavlja najmanji broj boja dovoljan da se pri
svakom surjektivnom bojenju skupa [n] sigurno
mo�e pronaæi aritmetièka progresija du�ine k
koja je dúga. U radu tom radu je takoðe pokazano
da se aw(�n, 3) mo�e izraèunati ako se zna
aw(�p, 3) za sve proste faktore broja n.

Anti-van der Verdenov broj grafa je prvi put
uveden 2018. godine u radu Šultea i saradnika
(Schulte et al. 2018) i on uspostavlja vezu izme-
ðu veæ poznatih vrednosti za aw(�n, 3) i aw([n],
3) sa putevima Pn i ciklusima Cn. U ovom radu su
takoðe pronaðene gornje granice za anti-van der
Verdenov broj grafa preko parametara udalje-
nosti, kao i izraèunate taène vrednost anti-van
der Verdenovog broja nekih klasa grafova.
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Cilj ovog rada nam je da izraèunamo anti-van
der Verdenov broj za neke klase grafova ili da
damo neko gornje ogranièenje koje nije dato
preko parametara razdaljine u grafu i da vidimo
na kojim algebarskim strukturama mo�emo opi-
sati bojenja pomoæu bojenja grafova.

Osnovne definicije i tvrðenja

Uvedimo par pojmova i lema koji æe biti ko-
rišæeni u nastavku rada.

Definicija 1. Aritmetièka progresija du�ine k
grafa G, koju æemo obele�avati sa k-AP, je ure-
ðenja k-torka (v v vk1 2, , ,� ) razlièitih èvorova gra-
fa G, gde je d v v mi i( , )

�
�1 za sve 1 � �i k i neko

m�� pri standardnoj metrici na grafu.

Definicija 2. Precizno r-bojenje grafa G je
surjektivna funkcija c V G r: ( ) { , , , }	 �1 2 .

Definicija 3. Aritmetièka progresija:

( , , , ) ( )v v v V Gk
k

1 2 � �

je progresija duginih boja pri preciznom bojenju
c, ako za sve i j, �{1,2,…, k} va�i c v c vi j( ) ( )
 ,
kada je v vi j
 .

Definicija 4. Anti-van der Verdenov broj
grafa G, koji obele�avamo sa aw(G, k) je naj-
manji prirodan broj r takav da svako precizno
r-bojenje grafa G sadr�i aritmetièku progresiju
duginih boja k-AP. Ako G ima taèno n èvorova i
nema odgovarajuæe precizno bojenje takvo da
obrazuje k-AP, onda je aw(G, k) = n + 1.

Lema 1 (Schulte et al. 2018). Ako je G proiz-
voljan nepovezan graf sa povezanim kompo-
nentama { }Gi

l
1 , onda:

aw(G, k) = � �1 1
1

� 


�

� aw( , )G ki
i

l

.

Dokaz. Primetimo da je svaka aritmetièka
progresija nepovezanog grafa u celosti sadr�ana
u jednoj komponenti povezanosti. Prema defi-
nciji aw(Gi, k), svaka komponenta Gi se mo�e
obojiti u aw( , )G ki 
1 boja tako da ne sadr�i arit-
metièku progresiju du�ine k koja je duga. Da
bismo maksimizovali broj iskorišæenih boja, bi-
ramo boje tako da c G c Gi j( ) ( )� , gde je c Gi( ) skup
svih boja korišæen u komponenti Gi. Dakle,
mo�emo izbeæi aritmetièke progresije du�ine k
ako bojimo graf G u � �aw( , )G kii

l



�
� 1

1
boja, tj.

� �1 1
1

� 


�

� aw( , )G ki
i

l

� aw(G, k).

Prema Dirihleovom principu, ako se graf G
oboji u � �1 1

1
� 


�
� aw( , )G kii

l
boja, onda je bar

jedna komponenta Gi obojena u barem aw(Gi, k)
boja, samim tim æe u njoj sigurno biti duga du-
�ine k, tj.

� �1 1
1

� 


�

� aw( , )G ki
i

l

� aw(G, k).

Taènije:

aw(G, k) = � �1 1
1

� 


�

� aw( , )G ki
i

l

.
�

Iz prethodne leme zakljuèujemo da se posma-
tranje anti-van der Verdenovog broja grafova
mo�e svesti na posmatranje anti-van der Ver-
denovog broja povezanih grafova.

Za leme koje æemo koristiti u nastavku, po-
trebno je upoznati se sa nekim pojmovima i
definicijama koje æe nam slu�iti u daljem toku
rada.

Definicija 5. Ekscentricitet èvora v V G� ( ) je

e v d v u u V G( ) max{ ( , )| ( )}� � . Radijus grafa G je

rad( ) min{ ( )| ( )}v e v v V G� � . Centralni èvor je
svaki èvor èiji ekscentrititet je jednak radijusu
grafa.

Primetimo da se iz prethodne defincije mo�e
zakljuèiti da je 2r V G�| ( )|, gde je r radijus grafa
G. Takoðe, iz prethodne definicije zakljuèujemo
da svaki graf ima barem jedan centralan èvor.
Posmatrajuæi radijus, sledeæa lema nam daje
nejednakost kojom ogranièavamo anti-van der
Verdenov broj sa gornje strane.

Lema 2 (Schulte et al. 2018). Za svaki pove-
zani graf G :

aw rad( , ) ( )G G3 2� � .

Dokaz. Neka je G povezan graf i neka je v
centralni èvor u tom grafu. Neka je c precizno
(rad(G) + 2)-bojenje grafa G koje nema 3-AP
koja je duga. Neka je c(v) = 1 i neka je Li skup
svih èvorova koji su na rastojanju i od v. Pri-
metimo da ako v v Li1 2, � gde c v c v( ), ( )1 2 1
 i

c v c v( ) ( )1 2
 , onda je { , , }v v v1 2 duga du�ine 3.
Zato na svakom Li mo�e da se naðe taèno jedna
boja koja nije boja èvora v1 . Kako i� �{ ,1
�, ( )}rad G , imaæemo najviše rad(G) razlièitih

ZBORNIK RADOVA 2019 MATEMATIKA • 185



186 • PETNIÈKE SVESKE 78 DEO I

boja koje nisu boja centralnog èvora. Ako bojimo
graf u rad(G) + 2 boje po Dirihleovom principu
na nekom Li æe se nalaziti èvorovi vk i vk �1 gde

1 11
 
 

�

c v c vk k( ) ( ) . Onda æe { , , }v v v1 2 biti arit-
metièka progresija du�ine 3 duginih boja.
Taènije, kontradikcijom dobijamo da svako
(rad(G)+2)-bojenje grafa G sar�i 3-AP koja je
duga. �

Ukoliko va�i odgovarajuæi uslov, ta granica
je još oštrija što je pokazano u sledeæoj lemi koju
navodimo bez dokaza.

Lema 3 (Schulte et al. 2018). Za svaki pove-
zani graf G takav da je rad(G) � 3:

aw rad( , ) ( )G G3 1� � .

Da bismo demonstrirali metod našeg rada,
navodimo sledeæi primer koji pokazuje kako
mo�e da se primenjuje znanje iz lema i pojmova
koje smo uveli da se doka�e neko tvrðenje na
grafovima.

Posmatrajuæi kompletne bipartitne grafove,
lako mo�emo uoèiti da nam je dovoljno 3 boje da
garantujemo pojavljivanje aritmetièke progresije
du�ine 3, tako da je svaki èvor obojen razlièitom
bojom. Ukoliko taj bipartitan graf nije kom-
pletan, koliko nam je boja potrebno da bismo
garantovali pojavljivanje aritmetièke progresije
du�ine 3 duginih boja? Sledeæi zadatak u vidu
primera nam daje odgovor na prethodno posta-
vljeno pitanje, ali za odreðeni broj grana nekom-
pletnog bipartitnog grafa.

Primer 1. Za sve prirodne brojeve m i n, gde

n m� i n �1, svaki povezan bipartitan graf G èije
particije redom imaju m i n èvorova i:

mn m E G mn
 � � � 
1 1| ( )|

va�i aw(G, 3) � 4 i vrednost 4 se dosti�e.
Dokaz. Za proizvoljan bipartitan graf G va�i

rad(G) �2 jer ni jedan èvor ne mo�e biti povezan
sa nekim drugim èvorom u svojoj particiji. Ako
je neki èvor povezan sa svim èvorovima druge
particije, svaki èvor iz njegove particije mora biti
povezan sa nekim èvorom iz druge particije kako
bi graf bio povezan, pa je rastojanje tog èvora
taèno 2 od svakog èvora svoje particije. Najmanji
broj grana koje nekompletan bipartitni graf mora
imati da sa sigurnošæu mo�emo reæi da ima jedan
èvor povezan sa svim iz druge particije je mn –
– m + 1.

Ako za povezan bipartitan graf G va�i:

mn m E G mn
 � � � 
1 1| ( ) | ,

onda on ima barem jedan èvor v povezan sa svim
èvorovima iz particije kojoj ne pripada i radijus
tog grafa je 2. Prema lemi 2 znamo da je
aw(G, 3) � rad(G) +2 za svaki povezan graf G.
Sledi aw(G, 3 ) � 4.

Sada još samo treba dokazati da postoji graf
sa tim brojem grana kome je aw(G, 3) � 4. Do-
kazaæemo da, ako uzmemo graf koji ima taèno

nm 
1 granu, on se mo�e obojiti u 3 boje tako da
ne sadr�i aritmetièku progresiju du�ine 3. Èvo-
rove koji se nalaze u razlièitim particijama i ne-
maju zajednièku granu obojimo u razlièite boje,
redom 2 i 3, a sve ostale èvorove obojimo bojom
1, kao na slici 1. U tom sluèaju neæe postojati
aritmetièka progresija duginih boja du�ine 3, jer
dva èvora koja se nalaze na neparnom rastojanju
ne mogu biti poèetak i kraj aritmetièke progre-
sije, a ni jedan od ova dva èvora obojena sa 2 i 3
ne mo�e biti ni u sredini jer su meðusobno na
rastojanju 3, a na rastojanju 1 ili 2 od svih pre-
ostalih èvorova. �

Sada, æemo navesti definicije funkcija (Dan-

kelmann et al. 2011) koje æemo u kasnijem radu

koristiti da ogranièavanje radijusa grafova.

Definicija 6. Neka su dati prirodni brojevi n i

r, takvi da je n r� �2 2. Tada je f n r( , ) najveæi

broj grana koje neki graf G mo�e da ima sa n
èvorova i radijusom r.

Definicija 7. Neka su dati prirodni brojevi n i

r, takvi da je n r� �2 2. Tada je b n r( , ) najveæi

broj grana koje neki bipartitan graf G mo�e da

ima sa n èvorova i radijusom r.

Slika 1. Ilustracija uz primer 1

Figure 1. Illustration related to example 1



Sada navodimo dve leme bez dokaza (Dan-
kelmann et al. 2011).

Lema 4. Za bilo koje prirodne brojeve n i r
takve da je n � 2 :

1. f n n n( , ) ( )1
1

2
1� 
 ,

2. f n n n n( , ) ( )2
1

2
1

1

2
� 
 


�

�
�

�

�
�
,

3. f n r n nr n r r( , ) ( )� 
 � � 

1

2
4 5 4 62 2 ,

za n r� �2 2.

Lema 5. Za bilo koje prirodne brojeve n i r
takve da je n � 2 :

1. b n n( , )1 1� 
 ,

2. b n
n

( , )2
4

2

�
�

�
�

�

�
�
,

3. b n
n n

( , )3
4 2

2

�
�

�
�

�

�
�


�

�
�

�

�
�
,

4. b n r
n

nr r n r( , ) ( )�
�

�
�

�

�
�

 � � 


2
2

4
2 ,

za n r� �2 8.

Primetimo da je vrednost funkcije b(n, r)
manja od vrednosti funkcije f(n, r). Na osnovu
toga mo�emo da primetimo sledeæe:

| ( )| ( , ) ( , )E G b n r f n r� � ,

za svaki povezani bipartitan graf G sa n èvorova
èiji je radijus r. To nam govori da je ogranièenje
za broj grana pomenutog grafa oštrije ukoliko
koristimo lemu 5.

Rezultati i diskusija

Rezultate æemo podeliti u dve celine: ograni-
èavanje anti-Van der Verdenovog broja grafova i
povezivanje rezultata sa algebarskim struktu-
rama.

Opšte granice za
anti-van der Verdenov broj grafa

Posmatrajuæi prethodne leme, postavlja se
pitanje ogranièavanja anti-van der Verdenovog
broja sa gornje strane u funkciji od broja èvorova
i grana datog grafa. Ogranièenje koje sledi nije
oštro u opštem sluèaju, ali va�i za bilo koji pove-
zani graf.

Teorema 1. Za proizvoljan povezan graf G,
gde je |V(G)| = n i |E(G)| = m va�i nejednakost:

( , )G
n m n

3
2 7 8 8 9

4
�

� 
 
 ��

�

�

�

�

�
,

ako je m
n n

�

 �

2 7 18

2
i n � 6.

Dokaz. Za povezan graf èiji je radijus:

3 � �r Grad( ),

va�i m f n r� ( , ) . Prema lemi 4 va�i nejednakost:

m n nr m r r� 
 � � 

1

2
4 5 4 62 2( ),

za grafove èiji je radijus veæi od 3, pa dobijamo
da:

r
n m n

� 
�
� 
 
 ��

�

�
�

�

�

�
�,

2 3 8 8 9

4

�
� � 
 �

�

�

�

�

�

�

�
�

2 3 8 8 9

4

n m n
, .

Kako je r
n

�
�

�
�

�

�
�2
, interval:

2 3 8 8 9

4

n m n� � 
 �
�

�

�

�

�

�

�
�

,

nije potrebno razmatrati, a kako 3 � r, dobijamo
da:

r
n m n

�
� 
 
 ��

�

�

�

�

�
3

2 3 8 8 9

4
, .

Pošto smo rekli da je m broj grana povezanog
grafa sa n èvorova èiji je radijus barem 3, sada
preko dobijene vrednosti za r treba da ogra-
nièimo vrednost m tako da mo�e da obezbeðuje
rad(G) � 3. Primetimo da izraz:

2 3 8 8 9

4

n m n� 
 
 �

predstavlja gornje ogranièenje radijusa grafa sa
m grana i n èvorova. Iz nejednakosti:

3
2 3 8 8 9

4
�

� 
 
 �n m n

i uslova da n � 6 , dobijamo:
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m
n n

�

 �

2 7 18

2
.

Primetimo da je
n n2 7 18

2


 �
uvek ceo broj, a

pošto je vrednost r = rad(G) ceo broj, mo�emo
pisati:

rad( )G
n m n

�
� 
 
 ��

�

�

�

�

�

2 3 8 8 9

4
.

Iz leme 2 znamo da ako rad(G) � 3, va�i:

aw rad( , ) ( )G G3 1� � .

Pošto naš izraz za najveæi moguæi radijus ispu-
njava uslov ove leme mo�emo je primeniti i do-
bijamo:

aw( , )G
n m n

3
2 3 8 8 9

4
�

� 
 
 ��

�

�

�

�

�
.

�

Da bismo slikovitije prikazali o èemu govori
teorema, daæemo tri primera.

Primer 2. Kada posmatramo „relativno mali
povezan graf”, na primer povezan graf sa 12
èvorova i 20 grana, vidimo da na taj graf mo�e da
se primeni teorema, jer ispunjava uslove teo-
reme. Dobijamo da taj graf ako bojimo u 5 boja,
uvek ima aritmetièku progresiju du�ine 3 koja je
duga, ali je svaka boja korišæena u proseku na 2.4
èvorova i taj rezultat ne zvuèi preterano oštro.

Primer 3. Kada posmatramo „povezan graf
osrednje velièine” sa 70 èvorova i 1500 grana,
vidimo da na taj graf mo�e da se primeni teo-
rema, jer ispunjava uslove teoreme. Dobijamo da
se u tom grafu pri 9-bojenju uvek javlja aritme-
tièka progresija du�ine 3 koja je duga. Ovaj re-
zultat, je oštriji jer se svaka boja koristi u proseku
na 7.77 èvorova. U ovom primeru je jasnije da je
bilo kakvo ruèno ispitivanje anti-van der Verde-
novog broja grafa nemoguæe.

Primer 4. Kada posmatramo „jako veliki
povezan graf” sa 1200 èvorova i sa 700 000
grana ponovo æe nam biti dovoljno 9 boja tako da
uvek postoji aritmetièka progresija du�ine 3 koja
je duga. U ovom primeru svaka boja je korišæena
u proseku na 77 777.77 èvorova, što je dosta pre-
cizniji rezultat.

Iz ovih primera zakljuèujemo da, što je broj
grana ,,bli�i" granici zadatoj u uslovu teoreme, to
nam je manje boja potrebno. Šta više, ako do-

stignemo jednakost u uslovu teoreme, biæe nam
dovoljne 4 boje za proizvoljno n.

Definicija 8. Graf G je k-regularan ako je
stepen svakog njegovog èvora taèno k, gde je k
prirodan broj i 2 1� � 
k V G| ( )| .

Posledica 1. Za proizvoljan k-regularan graf
G, gde je |V(G)| = n, va�i nejednakost:

aw( , )G
n kn n

3
2 7 4 8 9

4
�

� 
 
 ��

�

�

�

�

�
,

ako k
n n

n
�


 ��

�
�

�

�
�

2 7 18
i n � 6.

Dokaz. Broj grana k-regularnog grafa sa n

èvorova je | ( )|E G m
nk

� �

2
. Sada prema teoremi

1 znamo:

aw( , )G
n kn n

3
2 7 4 8 9

4
�

� 
 
 ��

�

�

�

�

�
,

ako je k
n n

n
�


 ��

�
�

�

�
�

2 7 18
i n � 6.

�

Primer 5. Da bismo slikovitije prikazali ovu
posledicu, primetimo da, ako posmatramo
k-regularan graf, postoji odreðen skup vrednosti
koje k mo�e imati da bi se na taj graf mogla pri-
meniti posledica. Na primer, ako uzmemo da je
vrednost n jednaka 26, onda ako k pripada skupu
{2, 3, …, 19}, mo�emo primeniti posledicu 1.
Proizvoljnim izborom biramo k = 14 i dobijamo
da nam je dovoljno 5 boja za precizno bojenje
grafa, tako da on sadr�i aritmetièku progresiju
du�ine 3 koja je duga.

Mo�emo da primetimo da za bipatritne gra-
fove va�i „jaèe” tvrenje (lema 5) nego za opšte
grafove (lema 4), pa, koristeæi tu lemu, dobijamo
u opštem sluèaju bolje ogranièenje za anti-van
der Verdenov broj bipatritnih grafova.

Teorema 2. Za proizvoljan povezan bipar-
titan graf G, gde je |V(G)| = n i |E(G)| = m, va�i
nejednakost:

aw( , )G
n m n

3
4 2 4 1

2
�

� 
 
 ��

�

�

�

�

�
,

ako je m
n n

n
�


 ��

�
�

�

�
�

2 8 32
i n � 8.

Dokaz. Za povezan biparitan graf èiji je ra-
dijus 4 � �r Grad( ), va�i m b n r� ( , ), kako je
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, interval:

n m n� � 
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�
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nije potrebno razmatrati, a kako 4 � r, dobijamo
da:

r
n m n

�
� 
 
 ��

�

�

�

�

�
4

2 2 1

2
, .

Pošto smo rekli da je m broj grana povezanog
bipartitnog grafa sa n èvorova èiji je radijus
barem 4 sada preko dobijene vrednosti za r treba
da ogranièimo vrednost m tako da mo�e da
obezbeuje rad(G) � 4. Primetimo da izraz
n m n� � 
 �2 2 1

2
predstavlja gornje ograni-

èenje radijusa povezanog bipartitnog grafa sa m
grana i n èvorova. Iz nejednakosti:

4
2 2 1

2
�

� � 
 �n m n

i uslova da n � 8 dobijamo:

m
n n

�

 �

2 8 32

4
.

Pošto su vrednosti m i r = rad(G) celi brojevi,
mo�emo pisati:

m
n n

�

 ��

�
�

�

�
�

2 8 32

4

i

rad( )G
n m n

�
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 ��

�

�

�
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�

2 2 1

2
.

Iz leme 2 znamo da ako rad(G) � 3, va�i
aw(G, 3) � rad(G) + 1. Pošto naš izraz za najveæi

moguæi radijus ispunjava uslov ove leme mo-
�emo je primeniti i dobijamo:

aw( , )G
n m n

3
4 2 4 1

2
�
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 ��

�

�

�

�

�
.

�

Primer 6. Da bismo demonstrirali da je ko-
rišæenje ovog tvrenja za bipartitne grafove „jaèe”
nego korišæenje teoreme 1, upotrebiæemo bi-
partitan graf koji ima 30 èvorova i 150 grana, jer
se na takav graf mogu primeniti obe teoreme.
Prema teoremi 1 dovoljno nam je 8 boja, dok je
prema teoremi 2 dovoljno 6.

Narednih nekoliko tvrðenja se odnose na ne-
povezane grafove.

Teorema 3. Za proizvoljan graf G sa kompo-
nentama povezansoti { }G l

1 , sa { }ni
l
1 èvorova i

{ }mi
l
1 grana u tim komponentama redom, va�i da

je:
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i
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2
i ni � 6 za

svako i l� �{ , , }1 .
Dokaz. Iz teoreme 1 znamo da je za svaki Gi,

u kom m
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i
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i ni � 6, va�i:
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2 7 8 8 9

4
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tako da znamo i da:

aw( , )G
n m ni i i3

2 7 8 8 9

4
�

� 
 
 �

.

Iz leme 1 znamo:

� �aw aw( , ) ( , )G k l G kii

l
� 
 �

�
�1

1
.

Kada ubacimo vrednosti dobijemo:

aw( , )G
n l m ni ii

l

3
2 3 4 8 8 9

4
1

�

� � 
 
 ��

�

�

�

�

�

�

�

�
�

pošto znamo da je aw(G, 3) ceo broj mo�emo
smanjiti granicu na donji ceo deo. �
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Teorema 4. Za proizvoljan bipartitan graf G
sa komponentama povezanosti { }G l

1 , { }ni
l
1 èvo-

rova i { }mi
l
1 grana u tim komponentama redom,

va�i da je:
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n l m ni ii
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3
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Dokaz. Iz teoreme 2 znamo da za svaki Gi, u
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tako da znamo i da:
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Iz leme 4 znamo da:
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�
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1
.

Kada ubacimo vrednosti dobijemo:
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3
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pošto znamo da je aw(G, 3) ceo broj mo�emo
smanjiti granicu na donji ceo deo. �

Anti-van der Verdenov broj u
grafovima i grupoidima

Do sada smo posmatrali probleme aritme-
tièkih progresija duginih boja na grafovima. U
ovom delu rada, posmatraæemo generalizaciju
poèetnog problema na grupoidima. Kao i u pret-
hodnim delovima ovog rada, prvenstveno æemo
se baviti aritmetièkim progresijama duginih boja
du�ine 3. Naravno, najpre moramo uvesti osnov-
ne pojmove kako bi se definicije mogle primeniti
na grupoide.

Definicija 9. Aritmetièka progresija du�ine 3
u grupoidu (S, � ) je ureðena trojka (x, y, z), gde su
x, y i z razlièiti elementi iz skupa S i va�i:

x z y y� � � .

Na slièan naèin kao i kod grafova, mo�emo
da definišemo bojenje.

Definicija 10. Precizno r-bojenje grupoida
(S, � ) je surjektivna funkcija:

c S r: { , , , }	 �1 2 .

Takoðe, definišemo i aritmetièke progresije
duginih boja (du�ine 3).

Definicija 11 . Aritmetièka progresija
duginih boja na grupoidu je aritmetièka pro-
gresija (x, y, z) za koju va�i:

c x c y c z c x( ) ( ) ( ) ( )
 
 
 .

Na kraju nam ostaje da definišemo anti-van
der Verdenov broj na grupoidima.

Definicija 12. Anti-van der Verdenov broj
grupoida (S, � ) se obele�ava sa aw(S, k) i to je
najmanji prirodan broj r takav da svako precizno
r-bojenje skupa S sadr�i aritmetièku progresiju
duginih boja du�ine k.

Naravno, uoèavamo da nismo definisali arit-
metièku progresiju du�ine k za k �3, ali to je zato
što takve aritmetièke progresije neæemo ni pos-
matrati, te nije bilo potrebe za takvim defini-
cijama.

Definicija 13. Graf G i grupoid S se sla�u po
aritmetièkim progresijama ako postoji bijekcija
f : G 	 S takva da ako je (x, y, z) aritmetièka
progresija u grafu G akko je (f(x), f(y), f(z))
aritmetièka progresija u grupoidu S.

Posmatrajuæi grupoide na ovaj naèin posta-
vlja se pitanje: Da li je moguæe naæi korespoden-
ciju izmeðu grafova i grupoida, tj. da li svakom
grafu mo�emo da pridru�imo grupoid u kome se
èuva svojstvo „biti u aritmetièkoj progresiji”.
Odgovor je „ne mo�e”, jer æemo pokazati da je za
neke klase grafova to nemoguæe.

Prvo æemo posmatrati zvezde Sk. Ova klasa
grafova se mo�e definisati na mnogo naèina, pa
æemo je definisati na nama najpogodniji naèin.

Definicija 14. Zvezda, u oznaci Sk, je komp-
letan bipartitan graf K k1, , gde su 1 i k brojevi ele-
menata u particijama tog kompletnog bipartitnog
grafa. Èvor bipartitnog grafa koji je jedini ele-
ment particije æemo u nastavku nazivati cen-
tralnim èvorom i obele�avati ga sa m.

Na poèetku rada smo definisali nešto što se
zove centralni èvor, a ta definicija centralnog
èvora odgovara centralnom èvoru u zveda grafu,
odakle i naziv.



Najpre, vrlo lako mo�emo da uoèimo da je

aw(Sk, 3) = 3.

Lema 6. Za svako k��, takvo da k � 2 va�i

aw(Sk, 3) = 3.
Dokaz. Neka nam je dato neko 3-bojenje Sk

grafa. Uoèavamo da se problem mo�e razlo�iti

na dva sluèaja.
1. Postoje v v v V Sk1 2 3, , ( )� \ { }m takvi da va�i

c v( )1 1� , c v( )2 2� i c v( )3 3� . Primetimo da za

svaka dva èvora a b V Sk, ( )� \ { }m va�i d(a, b) = 2,

dakle { , , }v m v1 2 je aritmetièka progresija duginih

boja du�ine 3.
2. Ne postoje c v c v c v V Sk( ), ( ), ( ) ( )1 2 3 � \ { }m

takvi da va�i c v( )1 1� , c v( )2 2� i c v( )3 3� , tj. èvor

m je jedini èvor u grafu Sk obojen bojom (recimo)

1 i postoje v v V Sk1 2, ( )� \ { }m za koje je bez

umanjenja opštosti, neka je 3, c v( )2 2� . Pri-

metimo da za svaki èvor a V Sk� ( ) \ { }m va�i d(a,

m) = 1, dakle { , , }v m v1 2 je aritmetièka progresija

duginih boja du�ine 3. �

Sada, æemo da konstruišemo grupoid (ili po-

ka�emo da on ne postoji) takav da svaka arit-

metièka progresija u njemu odgovara nekoj

aritmetièkoj progresiji u grafu Sk. Na taj naèin,

znajuæi anti-van der Verdenov broj u grafu,

dobijamo i anti-van der Verdenov broj za kon-

struisan grupoid.
Neka je tra�en grupoid (S, � ), gde je S = {a0,

a1, a2, … ak}. Centralni èvor odgovara elementu

a0, pa prvo, posmatrajmo aritmetièke progresije

oblika (vi, m, vj), gde je i j
 i i, j�{1, 2, …, k}.

Ovakve aritmetièke progresije u grafu odgo-

varaju aritmetièkim progresijama u (S, � ), koje su
oblika ( , , )a a ai j0 , gde je i j
 i i, j�{1, 2, …, k} i
neka je takva funkcija data sa f : vi 	 ai .
Primetimo da onda mora da va�i a a ai j� � 0

2 . Neka
su sada ai, aj i al elementi takvi da i j l i
 
 
 . S
obzirom na to da je (vi, vl, vj) aritmetièka progre-
sija u grafu, onda mora i da je ( , , )a a ai l j aritme-
tièka progresija u (S, � ), tj. a a ai j l� �

2 , a na osnovu
prethodnog va�i a al

2
0
2

� , za svako l�{1, 2, …,
k}. Ostalo nam je još da razmotrimo sluèaj kada
element a0 nije u sredini ureene trojke, veæ sa
jedne ili druge strane. Primetimo da u sluèaje-
vima ( , , )m v vi j i ( , , )v v mi j , gde je i j
 i i, j�{1, 2,
…, k}, ove ureðene trojke ne predstavljaju arit-
metièku progresiju, pa je a a a aj i0

2
0
2

� 
 � , tj.

a a aj0 0
2

� 
 . Na osnovu ovih zakljuèaka, mo�emo
da definišemo operaciju u grupoidu (S, � ). Na-
ravno a0

2 mo�e da daje bilo koji element iz skupa
S, ali mi smo kao rezultat uzeli a0 .

Teorema 5. Neka je (S, � ), S a ak� �{ , , }0 ko-

mutativna polugrupa, gde je:

a a
a i j i j
a i j j ii j� �


  
 ! � �

�  
 ! �  


"

#

$

0

1

0 0 0

0 0 0 0

( )

( ) ( )
.

Anti-van der Verdenov broj ove komutativne
polugrupe se sla�e sa anti-van der Verdenovim
brojem aw(Sk, 3) i on iznosi 3.

Dokaz. Kako je ovaj grupoid konstruisan
tako da odgovara Sk zvezda grafu, njihovi anti-
-van der Verdenovi brojevi su isti tj. aw(S, 3) = 3.

�

Posmatrajmo kompletne bipartitne grafove,
koji su još jedan primer klase grafova za koje je
moguæe konstruisati odgovarajuæi grupoid. Ra-
nije smo veæ spominjali da je aw(Km,n, 3) = 3,
iako nigde to nismo dokazali, jer smatramo da je
dokaz trivijalan.

Prilikom konstrukcije grupoida koji odgo-
vara Km n, grafu, najpre moramo da uoèimo da je

| |K = m + n. Obele�iæemo elemente ovog skupa
tako da razlikujemo one koji odgovaraju èvoro-
vima kompletnog bipartitnog grafa u razlièitim
particijama. Neka je onda K a a a bm� �{ , , , , ,,1 2 1

b bn2, , }� , gde èvorovi koji odgovaraju elemen-
tima ai pripadaju particijiV1 , a èvorovi koji odgo-
varaju elementima bi pripadaju particiji V2 . Ono
što je vrlo bitno uoèiti na grafu je da ako v Vi � 1 i

v Vj � 2 , onda ne postoji aritmetièka progresija
oblika (vi, vx, vj). Drugim reèima, ako je (vi, vx, vj)
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Slika 2. Primer zvezde S 8

Figure 2. Star graph S 8
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aritmetièka progresija, onda su vi i vj u istoj par-
ticiji.

Teorema 6. Komutativna polugurpa (S, � ),

gde je K a a a bm� �{ , , , , ,,1 2 1 b bn2, , }� i operacija
zadata sa:

x y
a x y V x y V
b x V y V x Vi j

i j i j

i j i

� �

� ! �

�  � ! �

1 1 2

1 1 2

, ( , , )

, ( ) ( 2 1 �

"

#

$
y Vj )

odgovara kompletnom bipartitnom grafu Km n, i
njen anti-van der Verdenov broj je 3.

Dokaz. Najpre, posmatrajmo sve aritmetièke
progresije du�ine 3, gde je rastojanje izmeðu
svaka dva èvora u njoj taèno 1. Mora da va�i da je

a a bi j l�
2 i b b al t i�

2 , za sve i j m, { , , , }� �1 2 i

l t n, { , , , }� �1 2 . Odavde zakljuèujemo da su
kvadrati svih elemenata iz iste particije jednaki.
Pored toga, proizvodi dva razlièita elementa iz
jedne particije su jednaki kvadratima elemenata
druge particije. Sada, ukoliko izaberemo bilo
koja tri èvora iz iste particije, oni æe obrazovati
aritmetièku progresiju jer su svaka dva takva
èvora na rastojanju taèno 2. Tada mora da va�i da
su kvadrati elemenata i proizvodi dva razlièita
elementa iz iste particije jednaki. Na osnovu
ovog i prethodnog zakljuèka proizvod bilo koja
dva elementa koji su iz iste particije(ne moraju
biti razlièiti) je jednak, pa odatle ovaj grupoid
odgovara Km n, grafu, pa je aw(K, 3) = 3. �

Sledeæu klasu grafova koje æemo posmatrati
su binarna stabla, koja æemo obele�avati sa Bn ,
gde je n broj nivoa datog binarnog stabla. Pri-
metimo da binarno stablo Bn sadr�i taèno 2 1( )n 

èvorova (slika 3).

Definicija 15. U teoriji grafova, stablo je
svaki povezan graf koji nema cikluse. Binarno
stablo Bn je stablo u kome taèno 2 1( )n 
 èvorova
ima taèno stepen 1, a ostatak taèno stepen 2.

Ukoliko posmatramo binarno stablo B1 , koje
ima 3 èvora, oèigledno mu je anti-van der Ver-
denov broj 3. Vrlo lako mo�emo da konstrui-
šemo grupoid B, takav da odgovara stablu B1 .
Neka èvor na nultom nivou odgovara elementu a,
a èvorovi na prvom nivou odgovaraju elemen-
tima b i c , gde a b c B, , � . U grupoidu ( , )B �

takvom da odgovara binarnom stablu B1 , mora da
va�i: b c a a� � � . Ovo je takoðe i jedina aritme-
tièka progresija koja se nalazi u grupoidu ( , )B � ,
pa vrlo lako mo�emo da definišemo i operaciju.

Teorema 7. Algebarska struktura ( , )B � , gde

je B a b c�{ , , } i operacija � zadata tabelom ispod
je komutativna polugrupa, èiji je anti-van der
Verdenov broj 3:

� a b c

a a b b

b b c a

c b a c

Primetimo da su grafovi B1 , K1 2, , kao i S2 ek-
vivalentni, meðutim, ovde smo dobili tri razlièita
grupoida prouèavajuæi isti graf.

Na slièan naèin kao gore, pokušaæemo da
konstruišemo grupoid koji odgovara binarnom
stablu B2 . Neka je skup W a a a a� �{ , , , , }0 1 2 6 .
Elementi iz ovog skupa W odgovaraju odre-
ðenim èvorovima u B2 kao na slici 4.

Teorema 8. Ne postoji grupoid takav da re-
prezentuje binarno stablo B2 .

Dokaz. Posmatrajmo skup W a a a� �{ , , ,0 1 2 .

�, }a6 . Na osnovu slike 4 zakljuèujemo da je

Slika 3. Primer B3 binarnog stabla

Figure 3. Proper binary tree B3

Slika 4. Binarno stablo B2

Figure 4. Proper binary tree B2



a a a0
2

3 6� i a a a0
2

5 6� (jer su a a a3 0 6, , i a a a
5 0 6, ,

aritmetièke progresije). Isto tako va�i i da je

a a a4
2

5 6� jer je a a a
5 4 6, , aritmetièka progresija.

Primeæujemo da je a a a a
5 6 0

2
4
2

� � . Posmatrajmo

a a a3 4 6, , (koji ne obrazuju aritmetièku progre-
siju). Tada je a a a a3 6 0

2
4
2

� � , pa oni po definiciji
èine aritmetièku progresiju, što je kontradikcija,
pa grupoid za B2 binarno stablo ne postoji. �

Na osnovu ove teoreme, zakljuèujemo da ne
postoji grupoid takav da odgovara binarnom
stablu Bn , gde je n � 2, jer je svako takvo binarno
stablo nadskup binarnog stabla B2 .

Zakljuèak

Razvitak ovog polja matematike traje veæ
èitav vek, naravno kroz to vreme javljale su se
mnogobrojne varijacije na problem, a najskorije
se razvijaju dve varijacije kojima smo se mi ba-
vili: ispitivanje anti-van der Verdenovog broja
grafa i grupoida.

Mi smo dali slabo ogranièenje anti-van der
Verdenovog broja opšteg, bipartitnog i regu-
larnog grafa u odnosu na broj grana i broj èvo-
rova grafa, odnosno broja èvorova i stepena
regularnosti grafa. Ove granice su slabe u opštem
sluèaju jer su izvedene iz dva, takoðe u opštem
sluèaju slaba, ogranièenja. Zatim smo izveli
gornja ogranièenja za nepovezane grafove, ali
moramo primetiti da su ova ogranièenja korisna
samo za one grafove koji imaju relativno malo
povezanih komponenti u odnosu na broj èvo-
rova, jer inaèe granica koju smo mi dali mo�e biti
veæa od broja èvorova.

Probali smo da veæ postojeæe rezultate za
anti-van der Verdenove brojeve klasa grafova
iskoristimo za izraèunavanje anti-van der Ver-
denovih brojeva grupoida ili da poka�emo da se
neka klasa grafova ne mo�e iskoristiti da se na-
pravi prelaz na neki grupoid.
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Ana Damnjanoviæ and Filip Pokriæ

Rainbow Arithmetic Progressions on
Graphs

The anti-van der Waerden number of a graph,

denoted by aw(G, k), is the smallest natural num-

ber r such that every r-coloring of the graph G
contains a rainbow k-term arithmetic progres-

sion. In this paper, an upper bound of the anti-van

der Waerden number of any graph is obtained, as

well as a stronger bound for bipartite graphs. The

bound is given in terms of the number of vertices

and edges in connected components of a graph.

We defined the anti-van der Waerden number of

a magma (S, � ), denoted by aw(S, � ), and ob-

served links between aw(G, k) of some graphs

and aw(S, k) of magmas.

ZBORNIK RADOVA 2019 MATEMATIKA • 193




