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Ispitivanje uticaja šuma na

probabilistièku detekciju

kvantne spletenosti

Jedan od veæih savremenih problema u kvantnom
raèunarstvu jeste detekcija korelacija kvantnog
tipa izmeðu kubita (eng. qubit), èestica koje se
koriste kao osnovne jedinice u kvantnim raèuna-
rima. Najva�niji tip ovakvih veza jeste kvantna
spletenost, i pronala�enje efikasnih metoda za
detektovanje ove veze je aktuelan problem. Cilj
ovog rada je ispitivanje probabilistièkih metoda
detekcije kvantne spletenosti u sistemu sa 6 ku-
bita. Razmatran je uticaj šuma na ove metode,
radi pribli�avanja simulacija realnim uslovima.
Posebno stanje sa kojim su vršena ispitivanja je
klaster stanje oblika H od 6 kubita. Za ovo stanje
konstruisana je probabilistièka metoda iz opera-
tora provere (eng. witness operator). Model šuma
koji je korišæen u simulacijama je beli šum. Do-
bijeni rezulatati pokazuju da je moguæe detekto-
vati spletenost koristeæi probabilistièke metode
sa više od 99% sigurnosti i sa prisustvom odre-
ðenog nivoa šuma. Sa poveæavanjem nivoa šuma,
eksponencijalno raste broj kopija stanja koji je
potreban za verifikovanje spletenosti u sistemu.

Uvod

Kvantno raèunarstvo se bavi korišæenjem
fenomena kvantne mehanike u raèunarskim
sistemima. Najveæa prednost ovih raèunara i
motivacija za njihovo razvijanje je veliki broj in-
formacija koje oni mogu da obrade u kratkom
vremenskom periodu. Osnovna jedinica u ovim
sistemima, analogno bitu u klasiènom raèu-
narstvu, naziva se kubit (eng. qubit, kvantni bit).

Kubit se, za razliku od obiènog bita koji mo�e
biti iskljuèivo u stanju 0 ili 1, mo�e naæi u super-
poziciji ova dva stanja, tj. u bilo kojem meðu-
stanju izmeðu osnovnih stanja. Iako se kubit
mo�e naæi u proizvoljnom stanju izmeðu 0 i 1, pri
merenju on se mo�e naæi iskljuèivo u jednom od
ova dva stanja. Kubit u superpoziciji mo�emo
predstaviti verovatnoæama da ga pri merenju
naðemo u stanju 0 ili 1 (Chuang i Nielsen 2010).
Èisto kvantno stanje jednog kubita dato je line-
arnom kombinacijom:

+ 8| |0 1�

gde + i 8 predstavljaju amplitude verovatnoæe
nala�enja kubita u stanjima |0 i |1 redom.

Moæ ovih sistema ogleda se u broju infor-
macija koju nose više kubita zajedno. Za potpuno
opisivanje sistema od N komponenata u kla-
siènom raèunarstvu potrebno je samo N bitova,
dok je za isti broj komponenata u kvantnom ra-
èunarstvu potrebno 2N

kompleksnih brojeva.
Fizièka implementacija kubita mo�e biti pola-
rizacija fotona, spin elektrona itd.

Najbitnije kvantno svojstvo koje se mo�e ja-
viti izmeðu kubita je kvantna spletenost. Kvantna
spletenost je osobina da kvantne èestice mogu
interagovati jedna sa drugom, i ne mogu se pos-
matrati zasebno, veæ iskljuèivo kao ceo sistem.
Jedan od primera kvantne spletenosti je sluèaj
spina dva elektrona, gde pri merenju spina jed-
nog elektrona, odmah mo�emo da ka�emo koji je
spin drugog elektrona, bez merenja.
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Zbog velike va�nosti spletenih sistema u
kvantnom raèunarstvu, jako su bitne metode za
verifikaciju spletenosti u nekom sistemu. Za
detekciju spletenosti klasiènim metodama, zbog
potrebe da se proveri svaki par kubita zasebno,
potrebno je mnogo vremena i kopija istog kvant-
nog sistema, pa tako za neke veæe sisteme ovakav
naèin detekcije, iako najprecizniji, nije moguæ.
Zbog toga se razvijaju sve naprednije probabi-
listièke metode detekcije kvatne spletenosti, ko-
jima je potrebno znatno manje vremena i kopija
istog sistema za verifikaciju postojanja splete-
nosti u sistemu. Ove metode nazivaju se probabi-
listièke, pošto na pitanje da li u sistemu postoji
spletenost, odgovor da ili ne daju sa odreðenim
nivoom sigurnosti.

Cilj ovog rada je analiza probabilistièke me-
tode konstruisane iz operatora provere datih u
referentnom radu (Saggio et al. 2018) za detek-
ciju kvantne spletenosti izmeðu kubita. Krajnji
cilj je ispitati uspešnost ove metode u detekto-
vanju spletenosti u kvatnim sistemima, naæi nje-
ne mane i pokazati da li je moguæe ovu metodu
koristiti u simulaciji realnih uslova u kojima pos-
toji odreðen nivo šuma koji remeti merenja.

Metod

Ispitivanja su vršena na klaster stanju oblika
H od 6 kubita. Klaster stanje predstavlja posebno
kvantno spleteno stanje koje spada u grupu graf
stanja. Graf stanja su kvatna spletena stanja koje
mo�emo predstaviti pomoæu grafa u kojem svaki
èvor predstavlja jedan kubit, a grana postojanje
korelacija izmeðu neka dva kubita. Ispitivano
klaster stanje predstavljeno je na slici 1. Ovo

stanje je izabrano kao primer klaster stanja koja

imaju široku primenu u kvantnom raèunarstvu.
Probabilistièka metoda korišæena u ovom

radu dobijena je translacijom operatora provere

za klaster stanje od 6 kubita. Operatori provere

(eng. witness operatori) u kvantnom raèunarstvu

predstavljaju operatore koji za odreðeno stanje

proveravaju da li je spleteno ili ne. Primenom

operatora provere na bilo koje separabilno stanje

dobijamo pozitivne vrednosti, dok se primenom

na odreðena spletena stanja mo�e dobiti i nega-

tivna vrednost. Korišæena su dva operatora pro-

vere, i iz svakog je konstruisana probabilistièka

metoda (Saggio et al. 2018):
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U formulaciji operatora provere Cl6 predstavlja
prvobitno klaster stanje, G razlièite generatore
stanja, dok je sa 1 oznaèena jedinièna matrica.

Metoda je ispitivana u uslovima gde je šum

bio fiksiran, kao i kada je šum variran u odre-

ðenom opsegu vrednosti. Pri svakoj iteraciji si-

mulacije poèetnom idealnom stanju zadavan je

drugaèiji nivo šuma. Ovakvim varijacijama naj-

bolje su simulirani realni laboratorijski uslovi

merenja sa nepredvidivim nivoima šuma.
Model šuma koji je korišæen u ovom radu je

beli šum, koji je izabran kao model koji je najpri-

bli�niji realnim uslovima (Dimiæ i Dakiæ 2018):
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gde je : target �eljeno kvantno stanje, & nivo
šuma, a n broj kubita u stanju.

Cilj rada je bio da se vidi, za odreðene vred-

nosti šuma, koliko je kopija stanja potrebno da bi

metoda detektovala spletenost sa najmanje 99%

sigurnosti. Ova zavisnost ispitana je za obe vari-

jante, tj. oba operatora provere. Još jedna ispiti-

vana velièina bila je vernost (eng. fidelity) stanja.

Ova velièina pokazuje koliko stanje sa šumom

odstupa od poèetnog idealnog stanja. Simulacije

su raðene u programskom jeziku Matlab.

Slika 1. Klaster stanje oblika H od 6 kubita

Figure 1. H-shaped 6 qubit cluster state



Rezultati i diskusija

Pri odabiru u obzir uzete su dve vrste splete-
nosti, jedna u biseparabilnom (eng. biseparabi-
lity), a druga u potpuno separabilnom stanju
(eng. full-separability). Razlika izmeðu ove dve
vrste je u tome što kod biseparabilnog stanja
sistem ne mo�e da se razlo�i na pojedinaène ku-
bite, a kod potpuno separabilnog stanja sistem je
razlo�en na pojedinaène kubite. Kod bisepara-
bilnog stanja je mnogo te�e detektovati splete-
nost, pa se ovaj rad bazira na tom tipu spletenosti.

Prvo je u simulacijama ispitan sluèaj kada je
šum fiksiran na 25%. Posmatrano je kako se
menja procenat sigurnosti, koja predstavlja vari-
ranje rezultata metode pri ponavljanim mere-
njima pri èemu veæa sigurnost oznaèava manje
variranje, sa porastom broja kopija. Oèekivano,
procenat sigurnosti kod obe metode raste sa po-
rastom broja kopija, i kod obe metode se nakom

odreðenog broja kopija stabilizuje na 100%. Ra-
zlika se uoèava u broju potrebnih kopija nakon
kojeg dolazi do stabilizacije, gde vidimo da je
prva metoda uspešnija. Kod prve metode pot-
rebno je oko 100 kopija da bi došlo do stabiliza-
cije (slika 2), dok je za isti rezultat potrebno oko
160 kopija kod druge metode (slika 3). Ova raz-
lika je bila oèekivana zbog veæe slo�enosti prvog
operatora provere. Za svaku taèku na grafiku iz-
vršeno je 100 merenja i odreðena greška koja
predstavlja apsolutnu razliku maksimalne i mini-
malne sigurnosti pri merenju. Ove greške su ve-
like pri malom broju kopija, što je i oèekivano,
jer pri malom broju kopija ne mo�emo da ka�emo
gotovo ništa o sistemu, dok se pri poveæanju
broja kopija, i sa poveæanjem nivoa sigurnosti,
greška smanjuje.

U drugom delu istra�ivanja nivo maksimal-
nog šuma variran je izmeðu 5% i 30%. Ispitivana
je zavisnost broja kopija koji je potreban da bi se
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Slika 2. Grafik zavisnosti nivoa
sigurnosti od broja kopija stanja,
operator provere 1. Vertikalnim
linijama je oznaèena greška,
odreðena razlikom izmeðu
maksimalne i minimalne
vrednosti.

Figure 2. Confidence level of
method versus number of copies,
entanglement witness 1. Vertical
lines indicate a measurement
error, determined by the
difference between maximum and
minimum values.

Slika 3. Grafik zavisnosti nivoa
sigurnosti od broja kopija stanja,
operator provere 2. Vertikalnim
linijama je oznaèena greška,
odreðena razlikom izmeðu
maksimalne i minimalne
vrednosti.

Figure 3. Confidence level of
method versus number of copies,
entanglement witness 2. Vertical
lines indicate a measurement
error, determined by the
difference between maximum and
minimum values.
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nivo sigurnosti stabilizovao na vrednosti iznad

99% (slike 2 i 3) od maksimalnog nivoa šuma.

Grafici prikazani na slikama 4 i 5 pokazuju ovu

zavisnost za obe probabilistièke metode. Uvi-

ðamo da je zavisnost eksponencijalna u oba slu-

èaja, ali je za prvu metodu potrebno manje kopija

za svaki nivo šuma, što je i bilo oèekivano nakon

dobijenih rezultata sa fiksnim nivoom šuma.

Još jedna bitna velièina je vernost stanja

(slika 6). Ova velièina nam pokazuje odstupanje

realnog stanja sa šumom od idealnog. Vernost

zavisi od modela koji se koristi kao i od kolièine

šuma u našem stanju. Dobijena je zavisnost ove

velièine od broja kopija stanja potrebnih za

verifikaciju spletenosti za razlièite nivoe šuma.

Dobijena zavisnost pokazuje eksponencijalno

Slika 4. Zavisnost broja kopija
potrebnih za stabilizaciju od
nivoa maksimalnog šuma,
operator provere 1. Oznaèena
greška je odreðena razlikom
izmeðu maksimalne i minimalne
vrednosti.

Figure 4. Number of copies
needed for stabilization versus
level of maximum noise, witness
1. Measurement error is
determined by the difference
between maximum and minimum.

Slika 5. Grafik zavisnosti broja
kopija potrebnih za stabilizaciju
od nivoa maksimalnog šuma,
operator provere 2. Oznaèena
greška je odreðena razlikom
izmeðu maksimalne i minimalne
vrednosti.

Figure 5. Number of copies
needed for stabilization versus
level of maximum noise, witness
2. Measurement error is
determined by the difference
between maximum and minimum.

Slika 6. Grafik zavisnosti vernosti
stanja od broja kopija stanja

Figure 6. Fidelity of a state versus
number of states



opadanje ove velièine sa brojem kopija, što je u
korelaciji sa prethodno dobijenim zavisnostima
nivoa šuma od broja kopija stanja. Za 100 kopija
stanja vernost dobijen iz simulacija iznosi 0.73,
što se poklapa sa eksperimentalnim rezultatima
iz referentnog rada (Saggio et al. 2018).

Zakljuèak

U ovom radu ispitivane su dve probabilis-
tièke metode za detekciju spletenosti u kvantnim
sistemima koji se koriste u kvantnom raèunar-
stvu. Metode su ispitane u uslovima koji nisu
idealni, tj. u kojima postoji neki nivo šuma. Ko-
rišæena probabilistièka metoda primenjena je
više puta na svako stanje, i rezultati koji su bili
oblika 1 ili 0 u zavisnosti od toga da li spletenost
postoji u sistemu ili ne, korišæeni su za dalju ana-
lizu.

Prvo su razmatrane zavisnosti sigurnosti pro-
babilistièke metode od broja kopija stanja koje
pripremamo pri nivou šuma od 25%. Rezultati
pokazuju da se za mali broj kopija gotovo ništa
ne mo�e reæi zbog male sigurnosti i velikih gre-
šaka, što je teorijski i oèekivano. Uoèeno je i
konvergiranje sigurnosti ka 100% pri poveæanju
broja kopija stanja, i ono se dešava kod obe
metode. Potreban broj kopija da se ovo desi jeste
oko 100 za prvu metodu a 160 za drugu.

Zatim je nivo šuma variran u opsegu od 5%
do 30% i posmatran je broj kopija stanja
potrebnih za konvergiranje metode na preko
99% sigurnosti. Dobijeni rezultati pokazuju
ekponencijalan rast potrebnih broja kopija sa po-
rastom šuma za obe metode. Korišæenjem prve
metode potrebno je manje kopija na svakom
nivou maksimalnog šuma.

Na kraju ispitana je i vernost stanja, tj. veli-
èina koja pokazuje odstupanje stanja sa šumom
od idealnog stanja. Izraèunata je zavisnost ove
velièine od broja kopija stanja koje mo�emo
poslati probabilistièkoj metodi. U referentnom
radu vernost stanja je ispitana za odreðen broj
kopija stanja u metodi, i dobijeni rezultati u
našem radu se sla�u sa referentim rezultatom
(Saggio et al. 2018).

Dalja istra�ivanja mogla bi obuhvatati pro-
širivanje ove metode na opštije kvantne sisteme.
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Stefan Bukoroviæ and Marko Krstiæ

Influence of Noise on Probabilistic
Methods of detecting Quantum
Entanglement

One of the big problems in quantum comput-
ing is detecting quantum correlations between
particles used as basic units in quantum comput-
ers (qubits). The most important correlation is
called quantum entanglement and finding effi-
cient methods of detecting it is a topical problem.
The goal of this project is constructing these
probabilistic methods in a system of 6 qubits and
the examination of noise influence on these
methods. The special state used in this research is
an H-shaped cluster state of 6 qubits. Probabilis-
tic methods are constructed using “witness” op-
erators for this state. The model of noise used in
this research is white noise. The results of simu-
lations show that it is possible to detect entangle-
ment in a system with the certainty being more
than 99% even when some level of noise is added
to the system. With the growth of noise level, the
number of copies needed for detecting entangle-
ment grows exponentially. The advantage of us-
ing this probabilistic method is a smaller number
of copies needed for detecting entanglement in a
system, thus this method has significant usage
potential in quantum computation.
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Isidora Majkiæ

Karakteristike mre�e

poznanstava u populaciji

sa izra�enim podgrupama

U ovom radu predstavljamo model rasta društ-
vene mre�e motivisan meðusobnim upoznava-
njem polaznika razlièitih seminara u Petnici, koju
èine dve interagujuæe podgrupe pojedinaca. U
okviru modela, najpre generišemo mre�e po-
èetnih podgrupa koristeæi dva algoritma: Watts-
-Strogatz i Barabási-Albert. U prvom sluèaju,
rezultujuæa mre�a ima small-world strukturu,
koju karakterišu kratak srednji put i visok koefi-
cijent klasterovanja; u drugom sluèaju se dobija
mre�a sa scale-free strukturom, za koju je karak-
teristièno prisustvo dobro povezanih pojedinaca
i èiji je koeficijent klasterovanja jednak nuli.
Rast mre�e se potom realizuje putem postepenog
povezivanja pojedinaca iz razlièitih grupa, pri
èemu smo dodatno razmatrale i efekat ostva-
rivanja novih poznanstava meðu pojedincima
unutar poèetnih podgrupa logikom preferen-
cijalnog povezivanja, što znaèi da èvorovi koji
imaju više linkova lakše ostvaruju nove veze.
Cilj rada je odreðivanje osobina mre�a koje
nastaju simulacijom ovih modela. Karakteristike
koje se raèunaju ukljuèuju koeficijent klastero-
vanja (broj koji opisuje koliko èesto su susedi
proseènog èvora i meðusobno povezani), srednji
najkraæi put, srednji betweenness centrality (za
svaki èvor broj najkraæih puteva koji prolazi
kroz taj èvor). Na osnovu rezultata zakljuèujemo
da struktura poèetnih podgrupa ne utièe na to-
pološke karakteristike rezultujuæe mre�e u dugo-
vremenskom limesu, veæ je va�an samo ukupan
broj ostvarenih veza.

Uvod

Mre�e poznanstva su sastavni deo naših �i-
vota. Mnogobrojni primeri ukljuèuju škole, on-
line društvene mre�e, mre�e citiranosti nauènika,
saradnje glumaca, i dr. (Albert i Barabási 2002).
Kod analize socijalnih mre�a se kroz pristup zas-
novan na teoriji kompleksnih mre�a prouèavaju
interakcije meðu individuama od kojih se mre�a
sastoji. Pored analize podataka, va�no je razviti
matematièke modele kojim se te mre�e mogu
opisati. Razvoj pojednostavljenog modela za cilj
ima uspostavljanje kontrolne mre�e sa kojim bi
realni podaci o društvenim mre�ama mogli da se
porede u buduænosti.

Iako razlièite socijalne mre�e imaju razlièite
strukture, mogu se primetiti karakteristike koje
su zajednièke za neke klase mre�a. Tako se, na
primer, mogu uoèiti mre�e kod kojih se izdvajaju
grupe prijatelja koji su unutar sebe bolje pove-
zani nego sa ostatkom mre�e. Ovakvu strukturu
mre�e poznanstva imaju, izmeðu ostalog, škole u
kojima se kao podgrupe izdvajaju odeljenja, ili
Istra�ivaèka stanica Petnica u kojoj su polaznici
podeljeni po seminarima. Kod ovakvih popula-
cija je velika verovatnoæa da æemo poznavati
osobu ukoliko sa njom imamo puno zajednièkih
prijatelja, ali pored toga svako ima dodatne pri-
jatelje koji ne poznaju nikoga iz naše podgrupe
(npr. prijatelji iz drugog mesta). Na nivou cele
mre�e, pojedinci interaguju kako sa pojedincima
iz svoje grupe, tako i sa pojedincima iz drugih
grupa, pri èemu pravila ostvarivanja linkova
unutar i izvan grupe nisu nu�no ista.

Isidora Majkiæ (2002), Panèevo, uèenica 2.
razreda Matematièke gimnazije u Beogradu
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Meðu najpopularnijim matematièkim mode-
lima mre�a koji se koriste za opis socijalnih inter-
akcija su:

1) Scale-free mre�e (slika 1a) koje karakte-
rišu prisustvo dobro povezanih pojedinaca
(tzv. habovi) i distribucija broja suseda
koja prati stepeni zakon (Albert i Barabási
1999, Barabási 2016),

2) Small-world mre�e (slika 1b) koje karak-
terišu visok koeficijent klasterovanja i
mali srednji najkraæi put (Watts i Strogatz
1998, Barabási 2016).

Pošto su prethodno uoèene karakteristike

ovih mre�a, mi smo se bavile karakteristikama

mre�e koja se sastoji od dve interagujuæe pod-

mre�e sa navedenim poèetnim topološkim struk-

turama. Odabrale smo da razmatramo sluèaj dve

podmre�e, jer se one pojavljuju kao osnovni mo-

tiv koji se ponavlja u široj mre�i koja se sastoji iz

veæeg broja podgrupa (Petnica). Poznanstva iz-

meðu takve dve podmre�e, tj. pojedinaca iz razli-

èitih mre�a, simuliraju se postepenim doda-
vanjem unapred zadatog broja veza izmeðu po-
èetnih podmre�a.

Imajuæi u vidu da u realnim društvenim mre-
�ama vremenom nastaju dodatna poznanstva i
unutar pojedinaènih mre�a, razmatrale smo i
sluèajeve podmre�a kod kojih se u toku evolucije
uvode novi linkovi u skladu sa pravilom prefe-
rencijalnog povezivanja. Kod preferencijalnog
povezivanja, pojedinci koji imaju veæi broj poz-
nanstava imaju i veæu verovatnoæu da stièu nova
poznanstva. Izbor ovog pravila je motivisan re-
alnim društvenim procesima, gde neretko dobro
povezani pojedinci lakše upoznaju nove osobe,
dok pojedinci sa malim brojem poznanika te�e
stièu nova poznanstva. Najpoznatiji primer je
bogati postaju bogatiji, gde æe veæ bogati ljudi
lakše i br�e ostvarivati nove prihode.

Cilj ovog rada je razvoj algoritma za modeli-
ranje evolucije opisane mre�e poznanstava i
kvantifikovanje tako dobijene mre�e.

Model

Model generiše dve podmre�e (grupe) karak-
teristiènih topologija, èiji agenti kroz višestruke
iteracije ostvaruju meðugrupne linkove. Do-
datno razmatramo i scenarije u kojima se tokom
iteracija i unutar poèetnih grupa vremenom os-
tvaruju novi linkovi. Poèetne podmre�e se ge-
nerišu na dva naèina u zavisnosti od �eljene
topologije: kao scale-free mmre�e i kao small
world mre�e.

1. Scale-free mre�e se generišu Barabási-Al-
bert (BA) modelom (Albert i Barabási 2002). BA
model poèinje od inicijalne mre�e sa m potpuno
povezanih èvorova. Opredelile smo se za uobi-
èajenu vrednost parametra m = 2 (slika 2a). Rast
mre�e se ostvaruje pojedinaènim dodavanjem
novih èvorova koji uspostavljaju po jednu vezu sa
nekim od èvorova iz postojeæe mre�e (slika 2b).

Svaki novi agent bira i-tog agenta u mre�i. Sa
ki oznaèava se broj njegovih suseda. Verovat-
noæa P(i) da æe se novi èvor vezati za postojeæi

i-ti èvor je zadata formulom P i
k

k
i

jj

( )�
�

, gde

imenilac predstavlja ukupan broj suseda svakog
pojedinca u mre�i, što odgovara dvostrukom
broju ostvarenih linkova. Pošto je verovatnoæa
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Slika 1. Primeri scale-free (a) i small-world (b)
mre�e (prema Skorin-Kapov et al. 2009)

Figure 1. Examples of a scale-free (a) and a small
world (b) network (adopted from Skorin-Kapov et al.
2009)
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direktno proporcionalna broju suseda, najvero-

vatnije je da æe se novi agent povezati sa èvorom

koji ima najviše linkova, što rezultuje pojavom

najpopularnijih agenata. Ovakvu raspodelu

objašnjava i stepeni zakon kojim opisujemo dis-

tribuciju broja suseda, jer veliki broj èvorova os-

tvaruje mali broj veza, dok malobrojni „poznati”

imaju veliki broj poznanika, kao na slici 1a.

2. Small world mre�e se generišu Watts-

-Strogatz (WS) modelom (Watts i Strogatz

1998). U WS modelu se polazi od lanca u kojem

svaki èvor ima k suseda (u našem sluèaju k = 2,

kao na slici 3a). Potom se nasumièno odabrani

linkovi prepovezuju sa verovatnoæom r�(0.001,

0.1) (slika 3b). U radu smo fiksirale r = 0.05, ali

oèekujemo da su rezultati za druge vrednosti

koje pripadaju pomenutom intervalu uporedivi

sa našim.
Meðugrupni linkovi se stvaraju u svakoj ite-

raciji nasumiènim povezivanjem agenata razli-

èitih grupa sa unapred zadatom verovatnoæom,

kao na slici 4 gde su prikazana 2 meðugrupna

linka. Mi smo fiksirale vrednosti verovatnoæe os-

tvarivanja linkova na dve vrednosti: p = {0.001,

0.0001}. Va�no je da verovatnoæa za meðuse-

minarsko upoznavanje ne bude velika, jer se

potpuna poveznost izmeðu dve podgrupe dobija

ukoliko je p 0

�

( )broj agenata u podgrupi

2 (broj vremenskih iteracij

2

a)
.

U sluèajevima kada se stvaraju novi linkovi

unutar poèetnih grupa, pojedinci se spajaju po

logici preferencijalnog povezivanja, tj. „poz-

natiji” èvorovi lakše dobijaju nove susede. Ovaj

proces smo implementirale B modelom, kod

kojeg se èvorovima veæ postojeæe mre�e dodaju

novi linkovi koji se ostvaruju sa nekim i-tim
èvorom sa istom verovatnoæom kao u BA mo-

delu, P i
k

k
i

jj

( )�
�

. Za razliku od scenarija koji

odgovara BA modelu, kod B modela mre�a ne

raste. Kao rezultat te razlike, distribucija broja

Slika 2. Vizualizacija BA modela: poèinje se od
mre�e sa m = 2 povezana agenta (a), nakon èega se
novi agenti ukljuèuju preferencijalnim povezivanjem
(b). Slika ilustruje stanje posle 5 iteracija.

Figure 2. BA model visualization: starting from a
network with m = 2 connected agents (a), new agents
are introduced by preferential attachment (b). The
figure illustrates the state after 5 iterations.

Slika 3. Vizualizacija WS modela: poèinje se od
regularnog lanca u kom svaki èvor ima dva suseda (a),
nakon èega se linkovi prepovezuju sa unapred
zadatom verovatnoæom r (b); na slici je ta
verovatnoæa r = 0.2 (prema Cohen et al. 2009).

Figure 3. WS model visualization: starting from a
regular ring lattice where each node has two
neighbours (a), links are rewired with given
probability r (b); in Figure r = 0.2 (adopted from
Cohen et al. 2009).



suseda mre�a generisanih samo B modelom ne
prati stepeni zakon.

U svakoj od razmatranih varijanti, podmre�e
su jednake velièine i sastoje se od 1000 èvorova,
tako da se cela mre�a sastoji od 2000 èvorova.
Broj termina je fiksiran na 100, gde pod ter-
minom smatramo jednu priliku za upoznavanje,
tj. jednu iteraciju.

Razlikujemo èetiri modifikacije modela:
1. dve interagujuæe scale-free podmre�e (BA)
2. dve interagujuæe scale-free mre�e koje se

menjaju kroz vreme (BA+B)
3. dve interagujuæe small-world mre�e (WS)
4. dve interagujuæe small-world mre�e koje

se menjaju kroz vreme (WS+B)

Rezultati i diskusija

Da bismo topološki okarakterisale dobijene
mre�e, posmatrane su sledeæe tri velièine:

1. Srednji najkraæi put – predstavlja srednju
vrednost svih najkraæih rastojanja izmeðu
svaka dva para èvorova mre�e.

2. Betweenness centrality (BC) – za svaki
èvor odreðuje koliko najkraæih puteva je
prošlo kroz taj èvor; posmatrane su srednje
vrednosti u svakoj iteraciji.

3. Koeficijent klasterovanja – odnos ostva-
renih i moguæih broja tripleta agenata koji
su meðusobno povezani svaki sa svakim.

Predstavljeni su rezultati dobijeni usrednja-
vanjem pet realizacija svake modifikacije mo-
dela za iste parametre verovatnoæe ostvarivanje
meðuseminarskih linkova, konkretno p = {0.001,
0.0001}.

Srednji najkraæi put

Predlo�eni model predstavlja jednostavan

model rasta, koji jedan deo svojih veza, tj. meðu-

grupne veze, ostvaruje nasumièno. To nas je na-

velo da uporedimo vrednosti za srednji najkraæi

put za mre�e generisane našim modelom i za

uobièajene nasumiène mre�e (mre�e kod kojih su

sve veze meðu èvorovima rasporeðene nasu-

mièno), i da istra�imo da li su neke karakteristike

novonastalih mre�a drugaèije od odgovarajuæih

nasumiènih kontrolnih mre�a.
Va�no je napomenuti da se nasumiène mre�e

odreðuju brojem agenata i brojem linkova.

Znamo da je broj agenata konstanstan, ali broj

linkova raste svakom iteracijom, i to razlièitom

dinamikom ukoliko se uspostavljaju dodatna

preferencijalna povezivanja unutar podgrupa B

modelom. Stoga razlikujemo dve nasumiène

mre�e èiji trend pratimo:

– nasumiène mre�e sa

n t t p
1
( ) � 
 � 
 
2 1000 10002 (1)

linkova (t oznaèava vreme, odnosno ter-
min); ovoliko linkova imaju mre�e gene-
risane našim modelom bez dodatnog
povezivanja unutar grupe (po 1000 po-
èetnih linkova u inicijalnim podgrupama i
u svakoj iteraciji se ostavaruje 100
 p pro-
cenata od svih moguæih linkova koji za-
htevaju agente iz razlièitih podgrupa)

– nasumiène mre�e sa

n t t p
2
( ) � 
 � 
 
 �2 1000 10002

� 
 
( )t –1 2 1000 (2)
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Slika 4. Dve scale free mre�e i
prikaz nasumiènog
meðugrupnog povezivanja

Figure 4. Two scale free
networks with randomly placed
connections between them
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linkova; ovaj broj linkova se javlja uko-
liko postoji dodatno (preferencijalno)
povezivanje unutar grupa (pored n

1
lin-

kova, tu su i linkovi ostvareni B modelom,
svakom iteracijom po 1000 novih linkova
u obe podgupe, poèev od druge po redu).

Sa slike 5 zakljuèujemo da nakon velikog
broja povezivanja struktura, veza meðu èvoro-
vima ne zavisi od toga kako su poèetno bile po-
vezane podgrupe, pošto se krive koje odgovaraju
mre�ama èije su podgrupe generisane i BA i WS
modelom poklapaju. Ipak, prisustvo B modela
utièe na srednji najkraæi put mre�a. Ako B model
nije ukljuèen, unutar podgrupa se neæe ostvari-
vati druge veze osim poèetnih, tako da æe srednje
najkraæe rastojanje dostiæi neku najmanju gra-
niènu vrednost ispod koje neæe iæi, koja nije 1, jer
se inicijalno svi èvorovi unutar podgrupa neæe
meðusobno povezati, pa æe najkraæi put izmeðu
njih uvek morati da bude preko nekih drugih
èvorova, bilo iz svoje, bilo iz druge podgrupe.
Ovo svakako nije sluèaj kod mre�a gde postoji
dodatno preferencijalno povezivanje, ili kod na-
sumiènih mre�a, koje æe u dugoroènom vre-
menskom limesu dostiæi topologiju u kojoj su svi
povezani sa svima, što vodi tome da je najkraæi
put izmeðu svaka dva èvora 1, pa je i srednji naj-
kraæi put 1. Tako se mre�e generisane našim mo-
delom koji ne ukljuèuje B model, u dugoroènom

vremenskom limesu znaèajno razlikuju od nji-
hovih kontrolnih mre�a. Ovo uoèavamo na slici
5a, ali bi se isto uoèilo i u sluèaju manjeg p, samo
posle veæeg broja iteracija.

Razlike se javljajaju i u kratkoroènom vre-
menskom limesu i to u kvalitativnom smislu, jer
nasumiène mre�e ne mogu podstiæi da je mre�a
povezana, odnosno javljaju se odvojene kompo-
nente, pa srednji najkraæi put kod takvih mre�a ni
ne postoji, što kod generisanih mre�a našim mo-
delom nije sluèaj.

Betweenness centrality (BC)

Na slici 6 prikazana je zavisnost srednjeg BC
u funkciji vremena. Pošto na log-log graficima
uoèavamo linearnu zavisnost, zakljuèujemo da
BC eksponencijalno opada kako se broj linkova
poveæava. Opadanje je oèekivano jer kako se
mre�a zgušnjava, tako se najkraæi put izmeðu
dva proizvoljna èvora smanjuje, odnosno izmeðu
njih postoji manji broj èvorova. Takoðe, ponovo
se javlja separacija sluèajeva samo po tome da li
je B model ukljuèen ili ne, odnosno da li postoje
dodatna preferencijalna povezivanja unutar pod-
grupa, dok topologija poèetnih podgrupa nema
uticaj. Ovo se dogaða jer su kod mre�a gde po-
stoji dodatno preferencijalno povezivanje habovi
još izra�eniji, pošto u svakoj iteraciji dobijaju

Slika 5. Srednji najkraæi put u funkciji vremena, pri verovatnoæama ostvarivanja meðugrupnih linkova
p = 0.001 (a) i p = 0.0001 (b); n1 i n2 su odreðeni formulama (1) i (2), respektivno.

Figure 5. Average shortest path as a function of time, for inter-group link probabilities p = 0.001 (a) and
p = 0.0001 (b); n1 and n2 are defined by (1) and (2), respectively.
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Slika 6. Srednje vrednosti za betweenness centrality u funkciji vremena, pri verovatnoæama ostvarivanja
meðugrupnih linkova p = 0.001 (a) i p = 0.0001 (b)

Figure 6. Average betweenness centrality as a function of time, for inter-group link probabilities p = 0.001 (a)
and p = 0.0001 (b)

Slika 7. Srednji koeficijent klasterovanja u funkciji od vremena, pri verovatnoæama ostvarivanja meðugrupnih
linkova p = 0.001 (a) i p = 0.0001 (b). Sa desne strane su uveæani BA i WS grafici.

Figure 7. Average clustering coefficient as a function of time, for inter-group link probabilities: p = 0.001 (a),
and p = 0.0001 (b). Magnified BA and WS plots are given on the right side.
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veliki broj novih suseda. To dovodi do toga da
veæina najkraæih puteva prolazi kod njih, dok
veæina ostalih èvorova nema puno najkraæih pu-
teva koji prolaze kroz njih, što samim tim dovodi
do manje srednje vrednosti.

Srednji koeficijent klasterovanja

Sa slike 7 vidimo da kada postoji dodatno po-
vezivanje unutar podgrupa (B model), koefi-
cijent klasterovanja raste sa vremenom, dok bez
B modela nakon nekog broja iteracija koeficijent
klasterovanja dosti�e stabilnu vrednost (grafici
desno). Uoèavamo da konaèna vrednost koefi-
cijenta klasterovanja u dugovremenskom ne za-
visi od poèetne topologije mre�e.

Poreðenjem slika 7a i 7b vidimo da se sta-
bilna vrednost koeficijenta klasterovanja mre�a
bez dodatnog povezivanja unutar podgrupa br�e
posti�e za veæe verovatnoæe sklapanja meðu-
grupnih linkova (što ima smisla s obzirom na to
da oèigledno br�e dolazi do zatvaranja svih mo-
guæih trouglova).

Dodatno smo poredile koeficijent klastero-
vanja naših mre�a sa B modelom sa nasumiènim
mre�ama sa odgovarajuæim broj linkova, tj. sa n2

linkova (slika 8). Zanimljivo je što je koeficijent
klasterovanja veæi kod mre�a generisanim našim

modelom nego kod nasumiènih mre�a, èak i kod
onih sa poèetnom topologijom podgrupa koji
odgovara scale free mre�ama, koje same po sebi
nemaju koeficijent klasterovanja, a i da on raste i
znaèajnije se razlikuje od koeficijenta klaste-
rovanja njene kontrolne nasumiène mre�e kada
je p manje (slika 8).

Konaèno, mo�emo sumirati da polazna struk-
tura ima svoju ulogu samo u poèetnim terminima,
i to se posebno oèitava kod koefijenta klastero-
vanja. Meðutim, nakon dovoljno dugog vre-
menskog perioda posmatrane mre�e se razlikuju
samo na osnovu toga da li postoji dodatno pove-
zivanje unutar grupa. Interesantno za naš model
je da generiše mre�e sa veæim koeficijentom kla-
sterovanja od nasumiènih mre�a sa istim brojem
èvorova i veza.

Zakljuèak

Motivisane mre�ama poznanstava koje se
sastoje od dobro povezanih podgrupa, kao što je
Petnica, bavile smo se modelom rasta mre�e sa
dve izra�ene podgrupe i karakteristikama tako
generisanih mre�a. Polazna taèka našeg modela
su dve razdvojene podgrupe èije inicijalne topo-
logije mogu biti scale-free ili small-world. Zatim

Slika 8. Srednji koeficijent klasterovanja u funkciji od vremena za nasumiènu mre�u (n), kod koje je broj
linkova odreðen formulom (2), i mre�a generisanih našim modelom (BA B i WS B), pri verovatnoæama
ostvarivanja meðugrupnih linkova p = 0.001 (a) i p = 0.0001 (b)

Figure 8. Average clustering coefficient as a function of time for a random network (n), with the number of
links defined by formula (2), and for networks generated by our model (BA B and WS B), for inter-group link
probabilities p = 0.001 (a) and p = 0.0001 (b)



se, sa odreðenom verovatnoæom, u iteracijama

dodaju nove meðugrupne veze kojima se simu-

lira postepeno upoznavanje osoba iz razlièitih

podgrupa. Takoðe, razmatramo sluèaj kada se i

unutar podgrupa kroz iteracije ostvaruju nova

poznanstva logikom preferencijalnog povezi-

vanja, i poredimo ishode ova dva scenarija.
Rezultati pokazuju da topologija poèetnih

podgrupa utièe na karakteristike mre�e samo u

poèetnim iteracijama, dok njen uticaj vremenom

slabi, kako raste broj linkova u celoj mre�i.
S druge strane, ukoliko se istovremeno pre-

ferencijalnim povezivanjem uvode nove veze i

unutar podgrupa (B model), rezultujuæa topo-

logija povezanosti æe se kvalitativno razlikovati.
Srednji najkraæi put u svakom od razmatranih

scenarija eksponencijalno opada, ali je pove-

zanost cele mre�e veæa ukoliko postoji dodatno

povezivanje unutar podgrupa. Slièan zakljuèak

je i za betweenness centrality – ovaj parametar

pokazuje da je protok informacija efikasniji uko-

liko ukljuèimo B model. Pomenuta kvalitativna

razlika se najbolje ogleda u ponašanju koefi-

cijenta klasterovanja: kada se novi linkovi us-

postavljaju samo izmeðu podgrupa, a ne i unutar

njih, koeficijent klasterovanja ostaje blizak nuli,

dok dodatno povezivanje unutar podgrupa znat-

no pospešuje klasterovanje.
Poreðenjem mre�a generisanih našim mo-

delom sa nasumiènim mre�ama, zakljuèujemo

da je trend ponašanja srednjeg najkraæeg puta isti

ako nema dodatnog preferencijalnog povezi-

vanja, ali drugaèiji ako B model nije ukljuèen.

Koeficijent klasterovanja se svakako razlikuje.

Oèekujemo da se rezultati mogu generalizo-
vati na mre�e sa veæim brojem podgrupa. Real-
nije modeliranje petnièke mre�e poznanstava
svakako bi podrazumevalo razvoj mre�e sa veæim
brojem podgrupa, pri èemu podgrupe interaguju
postepeno, a ne istovremeno, odra�avajuæi èinje-
nicu da se seminari odr�avaju u razlièitim termi-
nima, i da prilika za upoznavanje ima manje.

Zahvalnost. Zahvaljujem se svojim mentor-
kama Ivi Baèiæ i Aleksandri Aloriæ na ogromnoj
pomoæi i još veæoj posveæenosti prilikom rada na
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Isidora Majkiæ

Features of a Social Network with
Apparent Subgroup Structure

In this paper, we present a model for the
growth of a social network with two interacting
subgroups, with the goal to understand how stu-
dents of different seminars form connections in
Petnica Science Center.

Within the model, we generate the initial sub-
group networks using either the Watts-Strogatz
or the Barabási-Albert algorithm. In the former
case, we obtain small-world networks, character-
ized by a short average path length and a high
clustering coefficient, while in the latter case, we
obtain scale-free networks, characterized by the
presence of well-connected individuals and a
zero clustering coefficient. The network growth
is realized by gradually introducing links be-

tween individuals from different subgroups. Ad-
ditionally, we consider the effect of forming new
links between individuals from the same initial
subgroups according to the preferential attach-
ment rule, whereby popular individuals are more
likely to acquire new links. The aim of the project
is to determine the characteristics of networks
that are generated by these models.

The relevant characteristics include the clus-
tering coefficient (a number that describes how
often the neighbours of the average node are also
connected), mean shortest path, betweenness
centrality (number of shortest paths passing
through a given node).

Our results indicate that the structure of the
initial subgroups does not affect the mean short-
est path and the mean betweenness centrality, but
affects the mean clustering coefficient of the re-
sulting network in the large-time limit, whereas
the number of introduced connections consider-
ably influences the outcome.




