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Milica Uroševiæ i Nina Zdravkoviæ

Evolucija populacije koja
igra kooperativne igre

Meðu jedinkama u biološkim i socijalnim sis-
temima prisutna je saradnja, što na prvi pogled
nije u skladu sa individualnom borbom za pre-
�ivljavanje (koja podrazumeva izdaju drugih je-
dinki zbog liène benificije). Za istra�ivanje ove
dileme o razvoju saradnje ili izdaje mogu se ko-
ristiti kooperativne igre. Najpoznatija od njih je
zatvorenikova dilema, a pored nje u ovom radu
su ispitane i igre lov na jelene, igra kukavica i
igra harmonije. Cilj rada je ispitati da li i pod
kojim uslovima saradnja postaje dominantna u
populaciji, kao i koje startegije preovladavaju
meðu saradnicima. Posmatrana je evolucija po-
pulacije jedinki koje igraju kooperativne igre.
Evolucija je modelovana kroz tri koraka – se-
lekciju, mutaciju i rekombinaciju. U velikom ra-
sponu istra�ivanih parametara dolazi do uzaja-
mne saradnje meðu jedinkama u populaciji, ali
se njihove strategije razlikuju u tome kako
reaguju na deo populacije koji je mutirao tokom
evolucije. Mutacije su bitan parametar koji
najviše utièe na to kako izgleda stabilno stanje.
Sa porastom broja jedinki koji mutira javlja se
više jedinki koje imaju izdajnièke startegije.
Kada manji broj jedinki mutira, strategije koje
saraðuju su okru�ene saradnicima i zato su
otpornije na pojavu izdajnika. To znaèi da
saradnja nije sigurna opcija u sistemima koji se
èešæe menjaju.

Uvod

Teorija igara je grana primenjene matematike
koja prouèava igre i odnose njiihovih igraèa. Ona
ima primene u ekonomiji, biologiji i raznim dru-

gim naukama u kojima igraèi mogu biti velike
kompanije ili dve �ivotinje koje �ive u simbiozi.

Kod igara koje su analizirane u ovom radu,
dva igraèa biraju jedan od poteza koji mogu biti
saradnja ili izdaja i dobijaju odgovarajuæe poene
za to. U zavisnosti od toga koliko poena jedinka
dobija u razlièitim situacijama kod nekih igara
populacija preferira saradnju, a kod nekih izdaju.

U ispitanim igrama, u sluèaju meðusobne sa-
radnje oba igraèa dobijaju R (od eng. reward –
nagrada) poena. U sluèaju meðusobne izdaje,
igraèi dobijaju P (od eng. punishment – kazna)
poena. U sluèaju kada jedan igraè saraðuje, a
drugi ne – izdajnik, onaj koji ne saraðuje, dobija
T (od eng. temptation to defect – podsticaj na iz-
daju) poena, a kooperator, onaj koji saraðuje, S
(od eng. sucker’s payoff – poeni za gubitnika).
Kooperativne igre koje u ovom radu ispitujemo
se razlikuju po poretku R, S, T i P poena. Te igre
su zatvorenikova dilema, lov na jelene, igra ku-
kavica i igra harmonije (Maynard Smith 1982).

Tabela 1. Matrica poena (Aloriæ 2012)

Saradnja Izdaja

Saradnja R, R S, T

Izdaja T, S P, P

Simulirane su iterirene igre (one igre koje se
ponavljaju odreðeni broj puta) koje svaka je-
dinka iz populacije igra sa svakom. Lako je za-
kljuèiti koji je potez najbolji za turnire koji se
sastoje od malog broja meðusobnih igara. To
nam govori Nešov ekvilibrijum koji opisuje situ-
aciju u kojoj nijedan igraè ne mo�e da proðe
bolje ako unilateralno promeni svoju strategiju.
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U kooperativnim igrama sa matricom poena di-
menzija 2 � 2 mo�e da postoji više od jednog
Nešvog ekvilibrijuma. Jedan od problema kojim
se bavi teorija igara je posmatranje ka kom od
više ekvilibrijuma bi populacija te�ila. Pošto
Nešov ekvilibrijum nije uvek maksimalan broj
poena koje oba igraèa mogu da dobiju, kod tur-
nira koji se sastoje od više meðusobnih igara
mogu da budu najbolje neke druge strategije i to
se naziva Paretov optimum.

Po uzoru na prethodne radove (Axelrod i Ha-
milton 1981) mi posmatramo jedinke koje igraju
koristeæi deterministièke strategije, odnosno
strategije koje biraju sledeæi korak u zavisnosti
od prethodnnih poteza oba saigraèa.

U radu je posmatran pojednostavljen model
populacione evolucije i ispitivane su strategije
koje su u takvom modelu dominantne. Princip
rada algoritma korišæenog u ovom radu inspi-
risan je biološkom evolucijom.

U nastavku æe biti opisane èetiri kooperativne
igre koje su analizirane u nastavku ovog rada.

Zatvorenikova dilema je igra u kojoj su od-
nosi poena T > R > P > S. Najveæi broj poena
igraè mo�e da dobije kada on izda saigraèa, a
saigraè saraðuje, ali ako oba igraèa izdaju, on
dobija samo P poena (tabela 2). Dodatni uslov
koji se nameæe kada se analizira iterirana zatvo-
renikova dilema je 2R > T S� . On slu�i da bi
saradnja bila favorizovana u odnosu na naizme-
nièno smenjivanje uloga.

Tabela 2. Matrica poena zatvorenikove dileme

Saradnja Izdaja

Saradnja 3, 3 0, 5
Izdaja 5, 0 1, 1

Ova igra je meðu najviše analiziranim igrama
u teoriji igara. Jedan od primera situacije u kojij
izbore saigraèa mo�emo modelovati kao zatvo-
renikovu dilemu (po kojoj je igra i dobila ime)
nalazi se u nastavku. Dva sauèesnika su uhva-
æena u zloèinu i ispituju se u razlièitim prosto-
rijama, sa ciljem da jedan od sauèesnika prizna
zloèin i time da dodatne dokaze policiji. Ako
oboje priznaju da su poèinili zloèin dobijaju po 2
godine u zatvoru. Ako oboje ka�u da je onaj
drugi poèinio zloèin, oboje dobijaju po 4 godine
u zatvoru. Ako jedan ka�e da je drugi poèinio
zloèin, a taj drugi to isto prizna on dobija 6 go-

dina u zatvoru, a ovaj koji ga je izdao ne ide u zat-
vor. Naravno, pošto je najgori sluèaj iæi najdu�e
u zatvor poeni koje dobija taj igraè su najmanji.

Evolucija ove igre je veæ ispitana genetskim
algoritmom (Aloriæ 2012; Dašiæ i Jankoviæ
2008), pa su ti rezultati korišæeni za poreðenje.

Lov na jelene. Kod igre lov na jelene, odnosi
su sledeæi: R > T = P > S (tabela 3).

Igra lov na jelene predstavlja igru u kojoj ig-
raèi treba da se opredele da li æe osvojiti siguran
broj poena ako izdaju saigraèa (pri èemu saigraè
ako saraðuje nema koristi) ili æe uz obostranu sa-
radnju da dobiju najveæi moguæi broj poena. U
definiciji ideje o ovoj kooperativnoj igri, dva lo-
vca mogu da love ili jelena ili zeca. Da bi ulovili
jelena potrebno je da pomognu jedan drugome,
dok lov na zeèeve ne zahteva pomoæ saigraèa.
Ulovljeni jelen vredi mnogo više nego zec, pa ig-
raèi biraju izmeðu produktivnosti i izvesnosti
(Golman i Page 2009). Zato se za ovu igru pret-
postavlja da je saradnja najbolja opcija. U ovoj
igri postoje dva Nešova ekvilibrijuma. U prvom
oba igraèa biraju da saraðuju, pa dolaze u nepo-
voljan polo�aj ako se u nekom trenutku odluèe za
izdaju, jer tako dobijaju manje poena nego pre
toga.Takoðe, ako oba igraèa biraju izdaju, u slu-
èaju da jedan promeni odluku, tj. odluèi da sara-
ðuje, biæe u situaciji u kojoj æe se smanjiti broj
poena koji dobija.

Tabela 3. Matrica poena lova na jelene

Saradnja Izdaja

Saradnja 3, 3 0, 1
Izdaja 1, 0 1, 1

Igra kukavica. Odnos poena u igri kukavica
je: T > R > S > P. Kada u ovoj igri jedan igraè
saraðuje, a drugi izda, to je najbolje za izdajnika
(tabela 4). Takoðe je to Nešov ekvilibrijum i tada
u sumi populacija dobija najviše poena. Zato je
izdaja dobra opcija u ovoj igri, ali takoðe igraèi
dobijaju najmanji moguæi broj poena ako oboje
izdaju jedan drugog. Najni�i broj poena se dobija
kada igraè saraðuje, a njegov protivnik njega
izda, odnosno, kada prekrši poverenje.

Jedan od primera igre kukavica u stvarnom
�ivotu je kada dva vozaèa voze u susret jedan
drugome, a u pitanju je veliki ulog, onaj koji ne
skrene dobija veliku nagradu. Zajednièka vo�nja
do kraja dovodi do velikih gubitaka, a ako obo-
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jica skrenu nema gubitaka, ali obojica dele na-
gradu. Zato ako jedan od njih prekrši taj dogovor
i ne skrene, on je pokazao svoju hrabrost i dobija
nagradu i nema dodatnih gubitaka jer je njegov
protivnik skrenuo.

Tabela 4. Matrica poena igre kukavica

Saradnja Izdaja

Saradnja 3, 3 2, 5
Izdaja 5, 2 1, 1

Igra harmonije. U igri harmonije poeni su u
odnosu: R > T = S > P. Igra harmonije spada u
nekonfliktne igre, pa je kod nje meðusobna sa-
radnja uvek najpovoljnija (tabela 5). To je zato
što se najviše poena dobija meðusobnom sa-
radnjom, koja je takoðe Nešov ekvilibrijum.

Tabela 5. Matrica poena igre harmonije

Saradnja Izdaja

Saradnja 3, 3 2, 2
Izdaja 2, 2 1, 1

Strategije igranja

Strategiju kodiramo kao niz nula i jedinica
gde nula znaèi izdaju, a jedinica saradnju. Za za-
pis predistorije potrebna su nam dva bita – potez
oba igraèa, dok za zapis trenutnog poteza koristi-
mo èetiri bita – po jedan za svaku moguænost.

U svakoj igri obe jedinke istovremeno biraju
svoj potez. Prve èetiri cifre u strategiji su moguæi
potezi te jedinke, jedinka bira koji æe od tih po-
teza igrati u zavisnosti od svojih i protivnikovih
prethodnih poteza. Potez je predstavljen kao nula
ili jedinica (saradnja ili izdaja), pa se njihova
istorija poteza pamti kao niz od dve cifre. Na pr-
vom mestu je jedinkin potez, a na drugom je po-
tez njenog saigraèa. Kada jedinke prvi put igraju
zajedno, njihov prvi korak je biran u odnosu na
predistoriju startegije. Ako su te poslednje cifre
redom 00, jedinka æe igrati prvu cifru iz strate-
gije, ako su 01 ona æe igrati cifru koja je na dru-
gom mestu, ako su 10 igraæe treæu cifru, a ako je
11 igraæe èetvrtu. U zavisnosti od cifara koje su
igrale, odnosno da li su saraðivale ili ne – dobija-
ju predviðene poene (R, T, S, P).

Strategija sadr�i 6 cifara, i zato postoji 26 ra-
zlièitih kombinacija nula i jedinica, ali nisu svi
šestocifreni nizovi nula i jedinica razlièite strate-
gije. Na primer, iako se razlièito zapisuju, svaka
od strategija 000000, 000001, 000010, 000011,
000100, 000101, 000110, 001000, 001001,
001011, 001100, 001101 sa kojom god strate-
gijom da igra uvek izdaje, zato tu strategiju na-
zivamo „uvek izdaj”. Kod prva èetiri zapisa se
vidi i da bez obzira na predistoriju sve ove stra-
tegije æe uvek igrati izdaju, tako da razlièite pred-
istorije ne menjaju taj ishod. Zakljuèeno je da
postoji samo 24 razlièitih naèina na koje sve stra-
tegije mogu da igraju (Aloriæ 2012). Zato, posle
završenog turnira, 64 strategije svodimo na 24.
Još neke od va�nijih strategija su „uvek saraðuj”
koja uvek saraðuje, TFT (eng. tit-for-tat – milo
za drago) koja u prvom potezu saraðuje a u
narednim kopira protivnika, GTFT (eng. gener-
ous TFT) koja u nekim situacijama više saraðuje
nego obièan TFT. Tu je i startegija Pavlov koja
igra saradnju samo ako su ona i njen protivnik u
prethodnom potezu igrali isto. Konaèno, postoji i
strategija „flip flop” koja naizmenièno saraðuje i
izdaje. Sve strategije imaju svoje komplemen-
tarne strategije koje uvek igraju suprotno od njih
(„uvek saraðuj” je komplementarna strategija
strategiji „uvek izdaj”).

Metod

Anlizirane su strategije koje tokom evolucije
opstaju meðu jedinkama koje igraju kooperativ-
ne igre. Populacija se sastoji od 100 jedinki.
Svaka jedinka na poèeku ima nasumièno generi-
sanu strategiju, odnosno genom od 6 nula i jedi-
nica. U jednoj generaciji svaka jedinka igra sa
svakom, i to 100 puta.

Za evoluciju populacije korišæen je algoritam
koji se izvršava na sledeæi naèin: kada se odabere
100 nasumiènih jedinki koje èine populaciju, one
igraju kooperativne igre svaka sa svakom 100
puta. Posle se jedinke reprodukuju u zavisnosti
od broja zaraðenih poena. Odnosno, u svakoj
generacijij se 5 procenata najboljih strategija raz-
mno�ava (duplira) i isto toliko najgorih strategija
se izbacuje iz populacije, dok ostale ostaju zastu-
pljene u istom broju u kome su bile i pre reprodu-
kcije. Posle reprodukcije se u svakoj generaciji
dešavaju mutacije i ukrštanje (krosover).

Mutacija se izvršava tako što se na nasumièno
izabranom mestu u strategiji, nula zameni



jedinicom, ili obrnuto. Kod krosovera se jedinke
ukrštaju na nasumièno izabranoj poziciji u ge-
nomu. Iz referentnih radova za zatvorenikovu
dilemu (Aloriæ 2012) znamo da kada ove dve
funkcije ne bi postojale u algoritmu, preovladala
bi strategija koja je najbolja na poèetku. Mutacija
i krosover nalaze se u genetskom algoritmu kako
bi se što bolje predstavilo funkcionisanje sistema
u prirodi.

Mutacija i krosover su odreðene svojim koe-
ficijentima koji predstavljaju verovatnoæe deša-
vanja ovih efekata. Ove funkcije se odigravaju u
vremenu, kroz 1000 generacija, jer je utvrðeno
da se veæina sistema stabilizuje za to vreme. U ra-
du je posmatrano oko koje generacije æe se sis-

tem stabilizovati, odnosno kada æe srednji poeni
koje ostvaruju jedinke postati konstantni. Kako
bismo se uverili da dobijeni rezultati nisu posle-
dica nasumiènih struktura populacije na poèetku,
i nasumiènosti iz mutacija i krosovera, evolucija
je ponavljana 10 puta.

Rezultati i diskusija

Srednji poeni populacije

Struktura populacije je posmatrana nakon što
se stabilizuje. Stabilno stanje je praæeno ana-
lizom proseènih poena u populaciji, smatrano je
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Slika 1. Zavisnost srednjih poena od generacije za svaku igru. Koeficijent mutacije je 0.06, koeficijent
krosovera 0.05, a populacija sadr�i 100 jedinki.

Figure 1. Dependency graph of arithmetic mean of points of individuals versus generation for each game – A)
prisoner’s dilemma, B) stag hunt, C) chicken game, D) harmony game. The mutation coefficient is 0.06, the
crossover coefficient is 0.05 and the population contains 100 individuals.



102 • PETNIÈKE SVESKE 77 DEO I

da se populacija stabilizovala kada je proseèan
broj poena varirao manje od 5% od generacije do
generacije.

Na slici 1 ilustrovani su srednji poeni za èetiri
posmatrane igre tokom njihove evolucije: igre
zatvorenikove dileme, lova na jelene, harmonije i
kukavice.

Kod zatvorenikove dileme na samom po-
èetku evolucije srednji poeni populacije opadaju,
a zatim, posle samo par generacija kreæu da rastu
dok se populacija ne stabilizuje na 3 (R) poena,
odnosno dok ne krenu da saraðuju.

Kod lova na jelene srednji poeni populacije
su niski na poèetku, ali se brzo stabilizuju na po-
ene meðusobne saradnje. Slièna situacija je i kod
igre harmonije, samo što njeni poeni na poèetku
generacije nisu toliko niski kao u prethodnoj igri.

Kod prethodnih igara ovi rezultati su tipièni
za sve koeficijente mutacije.

Kod igre kukavica je drugaèija situacija. Na
ni�im koeficijentima mutacije, greške su velike,
jer populacija posle 1000 generacija mo�e imati
dva razlièita stanja. Jedina razlika u poèetnim
uslovima je poèetna populacija, koja je uvek na-
sumièno inicijalizovana. U jednom sluèaju sred-
nji poeni populacije su takvi da populaciju èine
najviše izdajnika. Drugi sluèaj je kada su srednji
poeni populacije izmeðu S i T poena, što ukazuju
na to da populaciju èine i izdajnici i saradnici koji
meðusobno igraju. Srednji poeni populacije u

prvim generacijama su jednaki u oba stanja.
Meðutim, u prvom sluèaju oni ostaju na toj vred-
nosti, a u drugom rastu. Zato se pretpostavlja da
kada bi evolucija trajala du�e, populacija koja
igra ovu igru na niskim mutacijama bi imala
srednje poene izmeðu S i T. To je zato što du�a
evolucija daje više šansi da se dogodi mutacija
koja æe preokrenuti stanje.

Kada su koeficijenti mutacije kod populacije
koja igra igru kukavica izmeðu 0.05 i 0.08, po-
pulacija se stabilizuje na 3 poena, što se vidi na
slici 1.

Zastupljenost strategija u zavisnosti
od vrednosti koeficijenta mutacije

Prethodni rezultati nam ne govore puno o
sastavu populacije. Iz toga se mo�e pretpostaviti
da li sistem uglavnom saraðuje ili izdaje, ali po-
pulaciju ne èine samo strategije koje uvek sara-
ðuju i uvek izdaju, veæ u sistemu mogu da budu i
druge, komplikovanije strategije koje se slièno
ponašaju. Zato su dodatno analizirane strukture
populacija kada se poeni stabilizuju, tj. udeo svih
strategija u populaciji u poslednjoj generaciji.

Odnosi zastupljenosti najdominantnijih stra-
tegija kod zatvorenikove dileme se ne poklapaju
sa rezultatima iz referentnog rada (Aloriæ 2012).
Ove razlike su posledica drugaèijeg naèina sele-
kcije. Sa grafika za zatvorenikovu dilemu (slika

Slika 2. Grafik zastupljenosti strategija u
poslednjoj generaciji u zavisnosti od
koeficijenta mutacije zatvorenikove dileme.
Koeficijent krosovera je 0.05, broj jedinki u
populaciji je 100. UI je oznaka za strategiju
„uvek izdaj”, TFT za strategiju „tit-for-tat”,
GTFT za strategiju „generous tit-for-tat” i
US za strategiju „uvek saraðuj”. Rezultati
su usrednjeni nakon 10 puštanja algoritma i
vertikalne linije oznaèavaju standardnu
grešku.

Figure 2. Representation of strategies in the
last generation versus the mutation
coefficient of prisoner’s dilemma. The
crossover coefficient is 0.05, the number of
individuals in the population is 100. UI is
the label for the strategy “always defect”,
TFT for the strategy “tit-for-tat”, GTFT for
the strategy “generous tit-for-tat” and US
for the strategy “always cooperate”. The
results are averaged out over 10 runs of the
algorithm and the vertical bars denote
standard errors.



2), vidimo da je za manje vrednosti koeficijenta
mutacije najbolja strategija komplementarna
strategiji GTFT (koja je na našem grafiku obele-
�ena kao GTFT k). Ta strategija u prvom potezu
izdaje i kasnije radi suprotno od prethodnog pro-
tivnikovog poteza, sem što saraðuje sa pro-
tivnikom ako je on nju prethodno izdao. U
populaciji sa veæim koeficijentom mutacije u
poslednjoj generaciji najzastupljenije su stra-
tegije „uvek izdaj”, TFT i strategija „uvek sa-
raðuj”. Strategija TFT kopira protivnikov potez
tako da kada igra sa saradnicima ona je saradniè-
kog karaktera, a kada igra sa izdajnicima, izdaj-
nièkog. Kada igraju dve strategije TFT jedna
protiv druge one uvek saraðuju.

Kod ove igre vidimo da je ishod slièan za
veliki opseg mutacija, i da su u populaciji odre-
ðene startegije sve vreme najzastupljenije, a
menja se njihov odnos sa promenom procenta
populacije koji mutira. Takoðe, sa grafika se vidi
da na startegije TFT i „uvek saraðuj” mutacija ne
utièe, odnosno njihov udeo u poslednjoj genera-
ciji se ne menja ni za jedan koeficijent mutacije.

Za igru lov na jelene (slika 3), na ni�im koe-
ficijentima mutacija, najbolja strategija je „uvek
saraðuj”. Male greške nam govore da je to sluèaj
za svako izvršenje algoritma. Javlja se veliki pad
sa velikom greškom kada je koeficijent mutacije
0.07. Pretpostavlja se da je 0.07 kritièna vrednost
koeficijenta mutacije – za manje vrednosti sta-
bilna populacija se sastoji samo od saradnika,
dok se za veæe koeficijente mutacije populacija
sastoji od tri strategije: to su komplemetarna
GTFT i komplemetarna Pavlovljeva (na našem

grafiku Pavlov k) koja saraðuje sa saigraèem
dokle god on saraðuje sa njom.

U ovoj igri najveæi broj poena se dobija uza-
jamnom saradnjom, zato je na niskim mutaci-
jama jedina dobra strategija „uvek saraðuj”.
Koeficijent mutacije svake generacije, i pored
selekcije, èini populaciju nasumiènijom, pa se
poveæava verovatnoæa javljanja izdajnika. S
obzirom da su S poeni najni�i, kada su u popu-
laciji izdajnici, ne isplati se uvek saraðivati. Zato
se populacija koja više mutira sastoji od tih stra-
tegija.

Kod igre harmonije (slika 4), najzastupljenija
strategija je „uvek saraðuj” za sve vrednosti ko-
eficijenta mutacija, što je i oèekivano, jer se
najviše poena kod ove igre dobija kada igraèi
meðusobno saraðuju. Pri veæim koeficijentima
mutacije takoðe se pojavljuje i komplementarna
GTFT strategija koja, kada igra sa strategijom
„uvek saraðuj”, uvek saraðuje. Kod ove igre pro-
mena procenta strategija koje mutiraju ne dovodi
do znaèajnih promena u zastupljenosti strategija
saradnièkog, odnosno, izdajnièkog karaktera u
strukturi populacije. To je zato što su poeni koji
se dobijaju za saradnju (R i S) najveæi, pa se ni u
jednom trenutku ne isplati izdaja.

Kod igre kukavica (slika 5), populacija na
niskim koeficijentima mutacije (do 0.03) mo�e
se ponašati na dva naèina i zato su greške na gra-
fiku velike. U prvom sluèaju, dominira komple-
mentarna strategija GTFT. U drugom sluèaju
populacijom dominiraju izdajnici. Zakljuèeno je
da kada populacije imaju koeficijent mutacije
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Slika 3. Grafik zastupljenosti strategija u
poslednjoj generaciji u zavisnosti od
koeficijenta mutacije igre lov na jelene.
Koeficijent krosovera je 0.05, broj jedinki u
populaciji je 100. GTFT je oznaka za
strategiju „generous tit-for-tat” i US za
strategiju „uvek saraðuj”. Rezultati su
usrednjeni nakon 10 puštanja algoritma i
vertikalne linije oznaèavaju standardnu
grešku.

Figure 3. Representation of strategies in the
last generation versus mutation coefficient
of stag hunt. The crossover coefficient is
0.05, the number of individuals in the
population is 100. GTFT is the label for the
strategy “generous tit-for-tat” and US for
the strategy “always cooperate”. The
results are averaged out over 10 runs of the
algorithm and the vertical bars denote
standard errors.
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0.01 postoji jednaka šansa da æe se sistem pona-
šati na ova oba naèina.

Kako raste koeficijent mutacije, smanjuje se
verovatnoæa da sistemom dominiraju izdajnici.
Pretpostavlja se da bi sistem u kome dominiraju
strategije „uvek izdaj”, kroz du�u evoluciju, ta-
koðe prešao u prvo stanje.

Da nema mutacija populacijom bi dominirale
startegije koje na poèetku dobijaju najviše poena.
Na poèetku evolucije kada imamo nasumiènu
populaciju koja se sastoji od pribli�no jednakog
broja saradnika i izdajnika, izdajnici dobijaju

najviše poena, jer najèešæe dobijaju T poene, koji
su najviši u ovoj igri. Oni se tada najviše repro-
dukuju zbog selekcije, i da bi se sistem promenio
potrebno je da se pomoæu mutacije jave drugaèije
strategije koje æe promeniti stanje. Kada su muta-
cije niske, mala je verovatnoæa pojavljivanja
strategije koja æe da preokrene to stanje na sarad-
nju, a poeni igre kukavica su više u korist izdaje,
pa je tu još te�e promeniti stanje. Zato se popu-
lacija stabilizuje na jednu varijantu, kada samo
izdajnici dominiraju, ili na drugu, gde su prisutni
i izdajnici i saradnici, odnosno gde je mutacija na

Slika 4. Grafik zastupljenosti strategija u
poslednjoj generaciji u zavisnosti od
koeficijenta mutacije igre harmonije.
Koeficijent krosovera je 0.05, broj jedinki u
populaciji 100. US je oznaka za strategiju
„uvek sraðuj”, a GTFT za strategiju
„generous tit-for-tat”. Rezultati su
usrednjeni nakon 10 puštanja algoritma i
vertikalne linije oznaèavaju standardnu
grešku.

Figure 4. Representation of strategies in the
last generation versus mutation coefficient
of harmony game. The crossover
coefficient is 0.05, the number of
individuals in the population is 100. US is
the label for the strategy “always
cooperate” and GTFT for the strategy
“generous tit-for-tat”. The results are
averaged out over 10 runs of the algorithm
and the vertical bars denote standard errors.

Slika 5. Grafik zastupljenosti strategija u
poslednjoj generaciji u zavisnosti od
koeficijenta mutacije igre kukavica.
Koeficijent krosovera je 0.05, a broj jedinki
u populaciji 100. UI je oznaka za strategiju
„uvek izdaj”, TFT za strategiju „tit-for-tat”,
GTFT za strategiju „generous tit-for-tat” i
US za strategiju „uvek saraðuj”. Rezultati
su usrednjeni nakon 10 puštanja algoritma i
vertikalne linije oznaèavaju standardnu
grešku.

Figure 5. Representation of strategies in the
last generation versus mutation coefficient
of chicken game. The crossover coefficient
is 0.05, the number of individuals in the
population is 100. UI is the label for the
strategy “always defect”, TFT for the
strategy “tit-for-tat”, GTFT for the strategy
“generous tit-for-tat” and US for the
strategy “always cooperate”. The results
are averaged out over 10 runs of the
algorithm and the vertical bars denote
standard errors.



poèetku uspela da promeni poèetno stanje. Kada
bi evolucija trajala du�e, bile bi veæe šanse poja-
vljivanja tih strategija, ii sistem bi bi saèinjen i od
saradnika i od izdajnika.

Kod mutacija od 0.03 do 0.07 najzastup-
ljenija strategija na kraju evolucije je GTFT, a na
višim koeficijentima uvek je najzastupljenija
strategija „uvek izdaj“.

Zastupljenost strategija u zavisnosti
od vrednosti koeficijenta krosovera

Ispitano je i kako koeficijent krosovera utièe
na zastupljenost strategija. Na narednim gra-
ficima koeficijent mutacije bio je 0.07. Kod za-
tvorenikove dileme i igre harmonije krosover ne
utièe na zastupljenost, kao što se vidi na slikama
6 i 7.

ZBORNIK RADOVA 2018 FIZIKA • 105

Slika 6. Grafik zastupljenosti strategija u
poslednjoj generaciji u zavisnosti od
koeficijenta krosovera zatvorenikove
dileme. Koeficijent mutacije je 0.07, a broj
jedinki u populaciji je 100. UI je oznaka za
strategiju „uvek izdaj”, TFT za strategiju
„tit-for-tat”, GTFT za strategiju „generous
tit-for-tat” i US za strategiju „uvek
saraðuj”. Rezultati su usrednjeni nakon 10
puštanja algoritma i vertikalne linije
oznaèavaju standardnu grešku.

Figure 6. Representation of strategies in the
last generation versus crossover coefficient
of prisoner’s dilemma. The mutation
coefficient is 0.07, the number of
individuals in the population is 100. UI is
the label for the strategy “always defect”,
TFT for the strategy “tit-for-tat”, GTFT for
the strategy “generous tit-for-tat” and US
for the strategy “always cooperate”. The
results are averaged out over 10 runs of the
algorithm and the vertical bars denote
standard errors.

Slika 7. Grafik zastupljenosti strategija u
poslednjoj generaciji u zavisnosti od
koeficijenta krosovera igre harmonije.
Koeficijent mutacije je 0.07, broj jedinki u
populaciji je 100. GTFT je oznaka za
strategiju „generous tit-for-tat”, a US za
strategiju „uvek saraðuj”. Rezultati su
usrednjeni nakon 10 puštanja algoritma i
vertikalne linije oznaèavaju standardnu
grešku.

Figure 7. Representation of strategies in the
last generation versus crossover coefficient
of harmony game. The mutation coefficient
is 0.07, and the number of individuals in
the population is 100. GTFT is the label for
the strategy “generous tit-for-tat” and US
for the strategy “always cooperate”. The
results are averaged out over 10 runs of the
algorithm and the vertical bars denote
standard errors.
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Kod lova na jelene promena koeficijenta kro-
sovera utièe na udeo strategija u populaciji jedino
kada je koeficijent mutacije 0.07, što je „kritièna
taèka” na grafiku sa slike 3. Na slici 8 se vidi da
na manjim vrednostima koeficijenta krosovera
izdajnièka strategija dominira, a na višim je udeo
svih dominantnih strategija u populaciji jednak.

Kod igre kukavica na ni�im koeficijentima
krosovera najzastupljenija strategija je kom-
plementarna GTFT, a na višim vrednostima koe-
ficijenta je najdominantnija strategija „uvek

izdaj”. Kao i kod igre lova na jelene, sa veæim i
manjim koeficijentima mutacije vrednost koe-
ficijenta krosovera ne utièe na udeo strategija u
populaciji.

Zakljuèak

U radu su razmatrane èetiri karakteristiène
igre (zatvorenikova dilema, lov na jelene, igra
kukavica i igra harmonije). Ove igre su odabrane
kao razlièiti primeri kooperativnih igara koje se

Slika 8. Grafik zastupljenosti strategija u
poslednjoj generaciji u zavisnosti od
koeficijenta krosovera igre lov na jelene.
Koeficijent mutacije je 0.07, broj jedinki u
populaciji je 100. UI je oznaka za strategiju
„uvek izdaj”, TFT za strategiju „tit-for-tat”,
GTFT za strategiju „generous tit-for-tat” i
US za strategiju „uvek saraðuj”. Rezultati
su usrednjeni nakon 10 puštanja algoritma i
vert. linije oznaèavaju standardnu grešku.

Figure 8. Representation of strategies in the
last generation versus crossover coefficient
of stag hunt. The mutation coefficient is
0.07, the number of individuals in the
population is 100. UI is the label for the
strategy “always defect”, TFT for the
strategy “tit-for-tat”, GTFT for the strategy
“generous tit-for-tat” and US for the
strategy “always cooperate”. The results
are averaged out over 10 runs of the
algorithm and the vertical bars denote
standard errors.

Slika 9. Grafik zastupljenosti strategija u
poslednjoj generaciji u zavisnosti od
koeficijenta krosovera igre kukavica.
Koeficijent mutacije je 0.07, broj jedinki u
populaciji je 100. UI je oznaka za strategiju
„uvek izdaj”, TFT za strategiju „tit-for-tat”,
GTFT za strategiju „generous tit-for-tat” i
US za strategiju „uvek saraðuj”. Rezultati
su usrednjeni nakon 10 puštanja algoritma i
vert. linije oznaèavaju standardnu grešku.

Figure 9. Representation of strategies in the
last generation versus crossover coefficient
of chicken game. The mutation coefficient
is 0.07, the number of individuals in the
population is 100. UI is the label for the
strategy “always defect”, TFT for the
strategy “tit-for-tat”, GTFT for the strategy
“generous tit-for-tat” and US for the
strategy “always cooperate”. The results
are averaged out over 10 runs of the
algorithm and the vertical bars denote
standard errors.



razlikuju u vrednosti T poena, i stoga je istra�i-
vano koliko se struktura stabilne populacije me-
nja usled ovih izmena u igri.

Iz sprovedene analize kooperativnih igara
izvodimo sledeæe zakljuèke: saradnja meðu je-
dinkama dominantna je kod svih posmatranih
igara u odreðenim opsezima koeficijenta muta-
cije (kod zatvorenikove dileme – do oko 8%, kod
igre lov na jelene – do 5.5%, kod igre kukavica –
od 5% do 10% i kod igre harmonije na bilo kom
koeficijentu mutacije). Sledeæa bitna napomena
je da iako deluje da se sve populacije stabilizuju
na uzajamnoj saradnji (oko 3 poena), populacije
koje opstaju na tom koeficijentu mutacije se stru-
ktrualno znaèajno razlikuju. U igri zatvoreni-
kove dileme strategije koje su najzastupljenije su
TFT i uvek saraðuj, u igri lov na jelene – uvek sa-
raðuj, u igri kukavica – uvek saraðuj i u igri har-
monije, takoðe, uvek saraðuj. U igrama u kojima
je sklonost ka izdaji (T) manja, saradnièke stra-
tegije su dominantnije, dok u igrama sa veæom
sklonosti ka izdaji, saradnièke strategije moraju
biti prilagodljivije (poput TFT).

U ovom radu izvedeni su novi zakljuèci ve-
zani za druge znaèajne kooperativne igre, pored
veæ istra�ene zatvorenikove dileme. Predlog za
dalje istra�ivanje na ovu temu je da se pored evo-
lucije ovih igara razmotre i evolucije drugih igara
koje se dobijaju variranjem parametra S iz ma-
trice iz tabele 1. Takoðe, u radu su posmatrane
samo kratke strategije – one èija je istorija du�ine
1, ali pored njih postoje i duge strategije, sa du-
�inom istorije veæom od 2 (Aloriæ 2012) Poveæa-
vanjem du�ine istorije strategija poveæava se i
broj razlišitih strategija, i samim tim menja se
finalni ishod igre.
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Milica Uroševiæ and Nina Zdravkoviæ

Evolution of Populations Playing
Cooperative Games

Individuals in biological and social systems
cooperate. At first glance, that is not in line with
the individual struggle for survival (which im-
plies the betrayal of other individuals for per-
sonal benefit). Cooperative games can be used to
explore the dilemma about the development of
cooperation or betrayal. The best-known cooper-
ative game is the prisoner’s dilemma, but in this
paper we also explore other games (stag hunt,
chicken game and harmony game). Our aim was
to highlight the conditions in which cooperation
becomes dominant in a population, and which
strategies are the most dominant between coop-
erators. The evolution of the population of indi-
viduals playing cooperative games was
observed. Evolution is modeled through three
steps – selection, mutation, and recombination.
In a large range of investigated parameters there
is mutual collaboration among the individuals in
the population, but the strategies of individuals
differ in how they react to the part of the popula-
tion that mutated during evolution. Mutations are
important parameters that have the greatest effect
on the structure of the stable state. With an in-
creasing number of mutating individuals, the
number of individuals who do not cooperate, but
betray their playmates, increases too. When a
small number of individuals mutate, the collabo-
rative strategies are surrounded by associates and
are therefore more resistant to the appearance of
traitors. This means that cooperation is not a safe
option in systems that change more often.
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