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Simulacija rada piezo
motora i ispitivanje
njegovih performansi u
zavisnosti od dimenzija

Piezoelektrièni motor je motor malih dimenzija
koji radi na principu inverznog piezoelektriènog
efekta. Cilj ovog rada je simulacija funkcionisa-
nja rotacionog piezo motora i ispivanje njegovih
performansi u zavisnosti od dimenzija motora.
To je uraðeno korišæenjem metoda konaènih de-
lova i Ojler Bernulijeve jednaèine. Uzimajuæi da
je debljina prstena na kome je simulirano tala-
sno kretanje fiksna i zanemarljivo mala u od-
nosu na njegov polupreènik i širinu, talasno
kretanje na njemu slièno je talasnom kretanju na
tankoj šipci prièvršæenoj na jednom kraju, te je
tako i opisano. Pri tome dobijeno je da energija
linearno raste sa porastom širine prstena, a eks-
ponencijalno opada sa porastom polupreènika.
Najveæa dobijena energija je 16 mJ, i to za naj-
manji polupreènik 10 mm i najveæu širinu prs-
tena 0.1 mm.

Uvod
Kako su pokretni delovi mašina (blende foto-

aparata, delovi instrumenata koje se koriste u
medicini itd.) postajali sve manji bilo je potrebno
da i motori koji ih pokreæu budu što manjih
dimenzija. Prilikom konstrukcije motora malih
dimenzija kao jedna od najpogodnijih metoda
pokazala se upotreba piezoelektriènih elemenata,
jer se njihovom upotrebom posti�e velika efi-
kasnost pri malim dimenzijama (Uchino 2008).
Konstrukcija navedenog motora poèiva na in-
verznom piezoelektriènom efektu koji podrazu-
meva da se dovoðenjem napona na odreðene
elemente oni mehanièki deformišu. Stator piezo-
elektriènih motora sastoji se iz piezoelektriènih

elemenata na kojima se dovoðenjem napona st-
vara odreðeno talasno kretanje koje se preko
elastiène opne trenjem prenosi na rotor motora
(slike 1 i 2).

Kao dobra osnova za konstrukciju rotacionog
motora sa progresivnim talasom pokazao se PCB
(Uchino 2008). PCB je ploèa izgraðena od mate-
rijala koji slu�i da povezuje elektronske kompo-
nente koje su na nju postavljene. Komponente na
PCB-u elektrièno povezuju provodne trake, koje
se formiraju nanošenjem tankog sloja bakra na
ploèu. Za piezoelektriène motore koriste se PCB
ploèe sa prstenastim otvorom. Piezoelementi se u
segmentima rasporede na otvor PCB-a. Polu-
preènik otvora mo�e biti izmeðu 10 i 60 mm, jer
za vrednosti manje od 10 mm, prsten postaje
disk, a za vrednosti veæe od 60 mm ne mogu se
primeniti korišæene aproksimacije – zanemar-
ljiva debljina prstena i aproksimacija šipkom
(Uchino 2008).

Kada se na ovako postavljene piezoelemente
dovede napon oni, sabijajuæi se i iste�uæi se,
izazivaju longitudinalni talas, a kako je stator
fiksiran to izaziva i transferzalni talas. U koliko
se na segmentima naizmenièno stvaraju sinusni i
kosinusni talasi (fazna razlika je !/2), njihovom
superpozicijom nastaje odgovarajuæi progresivni
talas (formula 1):
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U formuli (1) y predstavlja pomeraj po trans-
ferzalnoj osi, x po longitudinalnoj, a A ampli-
tudu. Kada stojeæi talasi dostignu rezonantnu
frekvenciju, vibracije na vibrirajuæoj elastiènoj
opni se poveæavaju. Rezonantna frekvencija se
posti�e kada se sopstvena frekvencija piezo-
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elementa i frekvencija talasa izjednaèe. Pove-
æanjem preènika prstena na koji su postavljeni
piezoelementi poveæava se i snaga motora jer
time postavljamo više piezoelemenata na prsten
pa se i njihov pojedinaèa snaga umno�ava. Me-
ðutim, brzina se poveæava smanjivanjem preè-
nika. Istovremena velika brzina i snaga posti�u
se postavljanjem piezoelemenata na obe strane
kru�nice (Uchino 2008). Efektivni napon pot-
reban za rad ovakvog motora je u opsegu od 100
V do 200 V (Lap 2007).

Postoji rotacioni i linearni tip piezo motora,
gde rotacioni podrazumeva kru�no postavljene
piezoelemente, a linearni linearno. Osim toga,
piezoelektrièni motori se mogu podeliti i na os-
novu toga da li se na piezoelementima stvara
stojeæi ili progresivni talas. U ovom radu opisan
je i simuliran rotacioni motor sa progresivnim
talasom.

Ojler Bernulijeva jednaèina. Prilikom si-
mulacije motora bilo je potrebno je uprostiti
model. Kada je prsten dovoljno tanak, što znaèi
da je debljina mnogo manja od širine prstena,
prsten se mo�e aproksimirati šipkom
korišæenjem Ojler-Bernulijeve jednaèine (Kwon
i Bang 1997). Prsten se mo�e aproksimirati
šipkom jer za odgovarajuæi odnos debljine i
širine kru�ni efekti su zanemarljivi. Ojler-Ber-
nulijeva jednaèina se mo�e koristiti za opisivanje
šipke koja vibrira:
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gde je" podu�na masa, v transferzalno izdu�enje
šipke, E Jungov modul elastiènosti, I moment
inercije površine i q x t( , ) spoljašnje naprezanje.
Usled vibracija šipka se deformiše, a na vibracije
utièe Jungov modul elastiènosti, koji predstavlja
sposobnost deformisanja tela pod delovanjem
sile. Za jednaèine šipke primenjen je Galerkinov
metod koji kontinualne probleme konvertuje u
diskretne (Finlayson 1972). Galerkinov metod
problem rešava dodeljivanjem te�inske funkcije
koja se definiše na osnovu poznatih vrednosti u
odreðenim trenucima. Zatim se parcijalnom
integracijom svake promenljive dolazi do ukup-
nog rešenja.

Piezo elementi. Efikasnost piezo elemenata
odreðena je Q faktorom rezonatora koji je od njih
sastavljen. Q faktor odreðuje koliko se energije
utroši na mehanièke deformacije, odnosno

Slika 2. Princip rada statora piezoelektriènog motora
(Uchino 2008)
1 – smer kretanja
2 – rotor
3 – eliptièno kretanje èestica
4 – smer kretanja talasa
5 – elastièna opna

Figure 2. The working principle of the stator of a
piezoelectric motor (Uchino 2008)
1 – Moving direction
2 – Slider
3 – Elliptical particle motion
4 – Propagation direction
5 – Elastic body

Slika 1. Osnovna konstrukcija piezoelektriènog
motora (Uchino 2008)
1 – ulaz (elektrièna energija)
2 – prsten od piezoelektrika
3 – elastièna vibrirajuæa opna
4 – izlaz (mehanièka energija)
5 – generator visokih frekvencija

Figure 1. Basic construction of a piezoelectric motor
(Uchino 2008)
1 – Input (electrical energy)
2 – Piezoelectric driver
3 – Elastic vibrator piece
4 – Mechanical output
5 – High frequency power supply



izgubi. Što je Q faktor veæi, to su gubici energije
manji, odnosno uskladištena energija je veæa.
Rezonantna frekvencija je frekvencija na kojoj je
amplituda najveæa i pri takvim frekvencijama
oscilovanja kristala dobija se njihova najveæa
efikasnost. Cilj dostizanja rezonantne frekven-
cije je smanjenje deformacije po dvema osama, a
poveæanje po jednoj, koje æe obezbediti maksi-
malno pojaèanje vibracija na membrani i najveæu
izlaznu energiju motora. Izlazna energija motora
zavisi od optereæenja, pa se radi uopštenja pro-
blema u ovom radu raèunala energija stojeæeg
talasa na statoru motora. Energija talasa izraèu-
nava se po formuli:

E X V� 1
2

2
0
2"� #

(3)

gde " predstavlja gustinu sredine kroz koju se
prostire talas, �kru�nu frekvenciju, X

0
ampli-

tudu talasa i #V zapremina šipke na kojoj se
talas prostire.

Cilj ovog rada je da se simuliranjem rada
piezoelektriènog motora, uraèunavajuæi fiksne
parametre sistema, utvrditi koja je maksimalna
energija koju model posti�e, i kako ona zavisi od
dimenzija motora (slika 3). Hipoteza je da æe
izlazna energija biti najveæa za najmanji polu-
preènik, a najveæu širinu i izvedena je iz referent-
nih radova (Uchino 2008; Lap 2007).

Metod

Prilikom simuliranja stojeæeg talasa na pr-
stenu usvojeno je da je debljina prstena zanemar-
ljivo mala, onda se taj prsten mo�e aproksimirati
tankom šipkom koja je prièvršæena na jednom
kraju zbog zanemarivanja kru�nih efekata (Leg-
ner et al. 2013). Da bi se opisalo talasno kretanje
na šipci, ona se mora razlo�iti na konaèan broj
malih delova (domena). Jedan konaèno mali deo
šipke predstavlja jednu nodu i svake dve uzas-
topne node imaju po jednu zajednièku taèku radi
kontinualnosti (slika 4). Noda je deo šipke koji
te�i da bude beskonaèno mali, u fizièkom smislu.

Dakle, talasno kretanje opisano je primenom
metode konaènih elemenata na Ojer-Bernulijevu
jednaèinu. Metod konaènih elemenata je nume-
rièki metod rešavanja fizièkih problema, delje-
njem slo�enih sistema na konaèan broj malih
delova. Primenom Galerkinovog metoda na os-
novnu Ojler-Bernulijeve jednaèinu (2) dolazimo
do oblika (Kwon i Bang 1997):

I
v

t
x EI

v

x x
x q x

iii

� �
�

�
�
�

�

�
�$$$ "

�
�

� �
�

� �
�

� �
%%%

2

2

2

2

2

2d d d
�
�

�
 
i

n

1

� ��
��

�
��
�V M

x

L

� ��
�

0

0

ZBORNIK RADOVA 2017 PRIMENJENA FIZIKA I ELEKTRONIKA • 259

Slika 3. Šematski prikaz metoda (Parametri motora: R – polupreènik prstena, d – širina prstena,
PE – piezoelement)

Figure 3. Block diagram of the method (Parameters of motor: R – radius of ring, d – width of ring,
PE-piezoelement)
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sila koja izaziva mala smicanja

delova šipke, a M EI
v

x
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�

2

2
moment savijanja,

pri èemu su pri èemu su v i x transverzalno, od-
nosno linearno izdu�enje; %

e
je elementarni

domen, n broj takvih domena, a L du�ina šipke.
Galerkinov metod je numerièki metod konverto-
vanja kontinualnih problema u diskretne. Da bi
se obezbedilo kontinuirano kretanje u zajedni-
èkoj taèki, dve node moraju imati isti pomeraj v i
isti ugaoni pomeraj& (slika 5).

Kako za svaku nodu imamo èetiri vrednosti:
pomeraj i ugaoni pomeraj za poèetnu i krajnju
taèku, za pomeraj dobijamo jednaèinu treæeg
stepena: v x c c x c x c x( ) � � � �0 1 2

2
3

3 a za ugaoni

pomeraj jednaèinu drugog stepena jer je& �
�

� v

x
:

& ( )x c c x c x� � �1 2 3
22 3

Za spajanje više noda koristi se uopštenje
ovih jednaèina i potrebno je uvesti Hermitove
funkcije oblika:

H x x1 2( ) �
H x x

2

24( ) �
H x x x

3

38 12( ) � �
H x x x4

4 216 48 12( ) � � �

Tako se dolazi do sledeæeg oblika:

v x H x v H x H x v H x( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � �1 1 2 1 3 2 4 2& & .

Sreðivanjem jednaèina (Kwon i Bang 1997)
dolazi se do sledeæe jednaèine koja opisuje tre-
nutni polo�aj šipke:
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1

i&
1

linijsko i ugaono izdu�enje šipke, a
v

2
i&

2
izdu�enja krajnje taèke, L du�ina šipke, V

i M unutrašnje karakteristike šipke, a P ampli-
tudska vednost sile pobude.

Kada se ovaj model proširi prièvršæivanjem
još šipki na postojeæu, u lancu, dobija se cela
šipka, koja u segmentima predstavlja aproksi-
mirani prsten. Tako se dolazi do dinamièkih
jednaèina. Daljim sreðivanjem kao u navedenom
radu dobija se sledeæi oblik:
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Jednaèina (4) predstavlja svojstveni problem
(Kwon i Bang 1997). Rešavanjem ovog prob-
lema dobija se svojestvena vrednost koja odgo-
vara kvadratu kru�ne frekvencije. Iz kru�ne
frekvencije dobija se frekvencija talasa. Frek-
vencija talasa treba da odgovara i frekvencijama
pobude i opsegu rezonantnih frekvencija piezo-
elemenata, pa se tako odreðuje opseg frekvencija
koje odgovaraju maksimalnoj energiji. Ovaj
opseg odreðuje se na osnovu specifikacija piezo-

Slika 5. Kretanje noda

Figure 5. Moving of nodes

Slika 4. Šipka fiksirana na jednom kraju (Kwon i
Bang 1997): &1 i &2 – ugaoni pomeraji, v1 i v2 –
linijski pomeraji delova šipke

Figure 4. Cantilever beam (Kwon and Bang 1997):
&1 i &2 – angular move, v1 i v2 – linear move



elektriènih elemenata. To je u ovom radu ura-
ðeno aproksimacijom elemenata rednim RLC
kolom (slika 6).

Za komponente RLC kola, uzimaju se vred-
nosti koje zavise od materijala i geometrije piezo
elemenata i nalaze se u specifikacijama eleme-
nata ili se iz njih mogu oèitati, a odgovaraju re-
zonantnoj impedansi i statièkoj kapacitivnosti,
dok se induktivnost preraèunava na osnovu rezo-
nantne frekvencije koja je takoðe data u speci-
fikacijama elementa.

Nakon odreðivanja opsega rezonantnih frek-
vencija moguæe je izraèunati i energiju praznog
hoda motora (stanje u kome motor nije optereæen
spoljašnjim optereæenjem). Kako su gustina i
amplituda konstantne, iz formule (3) se dobija da
energija talasa zavisi od promene zapremine, od-
nosno promene dve dimenzije šipke (treæa je
fiksna) i frekvencije. Meðutim, kako je usvojeno
da je sila pobude na osnovu koje je izraèunata
energija proporcionalna struji koja teèe kroz
RLC kolo, dobijene vrednosti nisu apsolutne,
veæ samo relativni odnosi. Prilikom aproksima-
cije piezoelementa RLC kolom zavisnost sile
pobude od frekvencije opisana je analogno
zavisnosti struje od frekvencije, odnosno grafici
ovih zavisnosti su isti, ali su vrednosti reda
velièina koji odgovara strujama u RLC kolima.

Rezultati

Piezoelementi koji su korišèeni za simuli-
ranje rada piezo motora su od materijala SM311
(Uchino 2008), iz èijih specifikacija je usvojeno
da rezonantna frekvencija kristala iznosi 400
KHz. Za takav motor analitièki je odreðen opseg
frekvencija, rešavanjem opisanog kola, koristeæi

podatke iz specifikacija piezo elemenata. Simu-
lacija piezo motora je raðena u matlabu (Bao i
Bar-Cohen 2000). Dobijeni opseg frekvencija u
okolini rezonantne koje se u raèunu mogu sma-
trati sliène njoj iznosi:

#�� 21.2 ' 0.9 Hz

Nakon toga odreðen je Q faktor koji odreðuje
kvalitet oscilatora, Q = 1887 ' 15. Na osnovu
toga odreðena je i zavisnost sile pobude od frek-
vencije (slika 7).
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Slika 6. RLC kolo kojim je aproksimiran
piezoelement

Figure 6. RLC circuit by which the piezoelement is
approximated

Slika 7. Zavisnost sile pobude od frekvencije

Figure 7. Dependence of the force of the initiative on
the frequency

Slika 8. Zavisnost frekvencije od parametara prstena

Figure 8. Dependence of the frequency on the
parameters of the ring
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Potom je odreðena zavisnost frekvencije ta-
lasa od polupreènika prstena, pri èemu su deb-
ljina i širina prstena konstantne (slika 8). Sa ovog
grafika vidi se da je frekvencija najveæa za naj-
manji polupreènik.

Na slici 8 dat je grafik zavisnosti frekvencije
od variranih parametara prstena, širine i radijusa,
odakle se mo�e videti da frekvencija linearno
raste sa porastom širine prstena. Takoðe, ovaj

grafik pokazuje da se najveæa frekvencija dobija
za najmanji polupreènik i najveæu širinu prstena.

Grafik sa slike 10 prikazuje zavisnost ener-
gije od polupreènika prstena pri konstantnoj širini
i debljini prstena. Pri fiksiranom polupreèniku i
debljini prstena, dobija se zavisnost energije od
širine prstena data na slici 9. Nakon odreðivanja
Q faktora i zavisnosti sile pobude, ti podaci su
prosleðeni simulaciji stojeæeg talasa na tankoj
šipci, i tako je odreðena zavisnost energije od di-
menzija prstena (slika 11). Maksimalna izlazna
energija iznosi 16 � 10–3 J i dobijena je za polu-
preènik 10 mm i širinu 0.1 mm.

Zakljuèak

Simuliranjem rada piezoelektriènog motora
zakljuèeno je da se najveæa energija, odnosno
efikasnost piezo motora, posti�e za najmanji
polupreènik i najveæu širinu prstena. Pri tome
treba voditi raèuna o odnosu širine i polupreè-
nika. Dalji rad odnosio bi se na hardversku kon-
strukciju ovakvog motora i uporeðivanje
rezultata simulacije sa praktièno dobijenim re-
zultatima.

Zahvalnost. Velika zahvalnost Pavlu Šoš-
kiæu i Bojanu Rojku za podršku i pomoæ pri iz-
radi projekta.

Slika 9. Zavisnost enrgije od širine prstena

Figure 9. Dependence of the energy on the width of
the ring

Slika 10. Zavisnost energije od polupreènika prstena

Figure 10. Dependence of energy on the radius of the
ring

Slika 11. Zavisnost energije od dimenzija prstena

Figure 11. Dependence of energy on the dimensions
of the ring
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Anðela Bogdanoviæ and Lenka Brestovaèki

Simulation of Piezo Motor
Operation and Testing Its
Performances Depending on
Dimensions

The direct piezoelectric effect is the produc-
tion of electrical charges on the surfaces of some
materials as a consequence of applying mechani-
cal stress. The converse piezoelectric effect is a
phenomenon of some materials that have a geo-
metric strain proportional to the applied electric
field. The aim of this paper was to simulate the

work of the piezo motor and to examine its per-
formance depending on the size of the motor.

The motor is made of radial distributed
crysals that transfer energy. If the ring is thin
enough, it can be approximated by a thin beam,
which is done in this paper. The stator of piezo-
electric motors consists of piezoelectric elements
on which a mechanical wave caused by applying
electrical voltage is propagated. These waves are
passed through the elastic membrane to the mo-
tor’s rotor by friction.

First, the energy of the wave is determined.
Then, the dependence of the frequency and the
energy of the wave on the radius and the width of
the ring is determined.

In this paper a simulation of the piezo motor
is created, in order to determine the energy de-
pendence of the motor dimension and the fre-
quency of the initiative. The simulation is done
using a finite element method applied to the
Euler Bernoulli equation.

Similar to the outlined assumption, from the
results it can be concluded that the frequency is
the highest for the smallest radius of the ring,
while for the bigger radius it exponentially de-
creases, similar to energy. The ratio of the radius
and the width of the ring must not be higher than
20% (Legner et al. 2013), because then it be-
comes a disk. The dependence of the frequency
on the width of the ring represents linear growth,
that is, it is the best for the maximum ring width,
similar to energy. The assumption is that the mo-
tor has the highest efficiency for the resonant fre-
quency, or the largest amplitude.

Still, it is necessary to determine the range of
frequencies in the vicinity of the resonant fre-
quencies of the piezoelectric element, which will
give the corresponding amplitude, at the basis of
the Q factor derived from the piezoelectric eleent
specifications. This is done by approximating the
piezoelectric elements with the corresponding
circuit based on the specifications of the ele-
ments.

The obtained maximum energy of the piezo
motor is 16 mJ and that is the value for a ring
width of 0.1 mm and a radius of 10 mm.
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