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Grigorije Aleksiæ

Proces kompaktifikacije
dvodimenzionog
granularnog sistema pod
uticajem vertikalnih
vibracionih pobuda

Kompaktifikacija granularnog materijala pred-
stavlja proces rasta gustine granularnog medi-
juma pod uticajem mehanièkih perturbacija. U
radu je korišten dvodimenzionalni granularni
sistem saèinjen od kuglica preènika 4.5 mm. Os-
novni cilj je bio ispitati zavisnost maksimalne
vrednosti gustine granularnog pakovanja od
amplitude ubrzanja sinusnih oscilacija kojima
se sistem izla�e, kao i prodiskutovati kako ampli-
tuda i frekvencija utièu na proces kompaktifi-
kacije èemu do sada nije posveæena velika pa-
�nja. Pokazano je da sa poveæanjem amplitude
ubrzanja, asimptotska gustina granularnog si-
stema pri kompaktifikovanju opada, kao i da
vreme relaksacije sistema zavisi od maksimal-
nog ubrzanja po Arrheniusovom zakonu.

Uvod

Granularni materijali su, posle fluida, prvi na
listi materijala kojima èovek najviše manipuliše.
Veliki deo prehrambenih proizvoda, proizvoda
farmaceutske, metalne, hemijske, ili plastiène
industrije u nekoj od svojih faza proizvoizvodnje
nalazi se u granularnom obliku. Ovi materijali su
veoma va�ni i u graðevinskoj industriji. Njihovo
razumevanje je takoðe va�no za preciznija pred-
viðanja geoloških procesa poput lavina, zemljo-
tresa i odrona. Zbog svega navedenog, znaèaj
granularnih sistema je neosporan i kao takvi pre-
dstavljaju veliki izazov za fizièare, naroèito u po-
slednjih nekoliko decenija.

Granularni ili zrnasti materijali predstavljaju
skup velikog broja makroskopskih objekata koji
meðusobno interaguju sudarima ili kroz dugo-
trajne meðusobne kontakte. Podrazumeva se da
su dimenzije granula u ovim sistemima dovoljno
velike, kako bi se mogle zanemariti dugodo-
metne elektrostatièke interakcije koje se javljaju
zbog nagomilavanja naelektrisanja na njihovim
površinama usled trenja. Priroda interakcija ele-
menata jednog granularnog sistema karakteriše
se disipacijom sopstvene energije u toplotnu.
Zbog toga, bez spoljnih pobuda, kao što su na
primer vibracije ili smicanje, kinetièka energija
naglo opada, te se ovakvi sistemi mogu smatrati
netermalnim. Zakoni klasiène termodinamike
ovde praktièno nemaju znaèaj, jer je energija
toplotnog kretanja (kbT) neuporedivo manja od
gravitacione potencijalne energije koju poseduju
pojedinaène granule.

Jedan od najva�nijih parametara ovih fizièkih
sistema je njihova gustina (u ovoj oblasti je po-
pularan termin na engleskom packing fraction).
Ona je jednaka odnosu zapremine granula i za-
premine zahveæene sistemom, te se u skladu sa
tim u dvodimenzionalnim sistemima gustina gra-
nularnog materijala definiše kao odnos površine
granula (kru�nog popreènog preseka) i celoku-
pne površine granularnog sistema. Maksimalna
teorijska vrednost ovog odnosa iznosi pribli�no
0.91 (Chang i Wang 2010), pa granule zauzimaju
veliki deo zapremine sistema, što bitno utièe na
unutrašnju kinematiku ovih materijala.

Uprkos tome što na prvi pogled ovi sistemi
izgledaju veoma jednostavno, u suštini oni se po-
našaju na veoma kompleksan naèin, ispolja-
vajuæi razne fenomene kao što su segregacija,
efekat „brazilskog oraha”, formiranje lukova
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sila, formiranje odreðenih pravilnih struktura pri
pakovanju, dinamièke nestabilnosti itd (Mehta
2007). Iako su granule u èvrstom agregatnom
stanju, i iako njihova dinamika lièi na dinamiku
fluida, nemoguæe je opisati osobine njihovog
skupa kao osobine tela u èvrstom ili teènom agre-
gatnom stanju. Trenutno ne postoji fizièki model
ili teorija koja bi dobro opisala zrnaste materijale
u potpunosti, veæ su znanja o njima uglavnom
empirijskog porekla. Zbog ovoga je pre oko dva-
desetak godina predlo�eno da im se dodeli pose-
bno agregatno stanje.

Na primer, poveæanjem gustine ovih sistema,
samim tim i smanjenjem njihove zapremine, mo-
gli bi se smanjiti gubici novca pri manipulisanju
granularnim materijalima, što se mo�e postiæi
utabavanjem ili vibriranjem. Ovo je jedan od ra-
zloga zbog kojeg je proces kompaktifikacije pri-
vukao pa�nju zbog èega je i bio izuèavan u ovom
radu, u izmenjenim uslovima u odnosu na koje je
to do sada raðeno.

Pod kompaktifikacijom se podrazumeva pro-
ces poveæavanja gustine granularnog materijala.
U ovom radu ispitivan je uticaj kontinualnih ver-
tikalnih vibracionih pobuda na kompaktifikaciju
granularnog sistema koja utièe na mnoge tehno-
loške procese.

U dosadašnjim istra�ivanjima na ovu temu,
sistemi su kompaktifikovani udarcima odreðene
snage i uèestalosti u dno suda u kom se nalazi
materijal (Lumay i Vandewalle 2005), ili izlaga-
njem èitavog pakovanja sinusnim oscilacijama
(Knight et al. 1995). Zajednièko za ove eksperi-
mente bilo je to da sistemi nisu konstantno bili
izlo�eni uticajima, veæ sa prekidima. Na primer,
vibracije su bile ukljuèene u du�ini od jednog
perioda posle èega je sledila pauza koja je trajala
do trenutka u kom se sve granule nisu našle u
stanju mirovanja odnosno stanju statiènog pako-
vanja. Podaci o gustini pakovanja uzimani su tek
kada je sva kinetièka energija sistema disipirala.
U našem radu to nije sluèaj, sistem je kontinu-
alno izlagan vibracijama.

Kontinualnim spoljašnjim pobudama sistem
je konstantno izlagan vibracijama. Na ovaj naèin
se konstantno predaje energija sistemu, èime je
prouzrokovano neprekidno kretanje granula, od-
nosno stanje medijuma koje se naziva „rapidni
granularni tok”.

Naime, u „granularnom gasu” uvek postoje
fluktuacije brzine i gustine granula. Zbog ovih
fluktuacija, dolazi do lokalnog poveæanja frek-
vencije sudara, pa pojava uèestalih sudara, u
odreðenom delu sistema indukuje poveæanje di-
sipacije kinetièke energije granula, odnosno
hlaðenje gasa, zbog èega dolazi do lokalnog sma-
njenja pritiska. Tada „granularni fluid” poèinje
da teèe iz oblasti višeg ka oblasti ni�eg pritiska,
te se dobijaju lokane nehomogenosti u sistemu u
kojima je gustina veæa. Ove nehomogenosti se
nazivaju klasterima i njihovo nastajanje prouz-
rokuje poveæanje gustine, odnosno kompakti-
fikovanje celokupnog granularnog sistema.

Bez obzira na poèetnu gustinu, pri odreðenoj
frekvenciji i amplitudi vibracija mo�e se postiæi
gustina ravnote�nog stanja (steady state) granu-
larnog materijala, koja je ujedno i maksimalna
moguæa za date uslove. Proces postizanja te gu-
stine naziva se proces relaksacije.

Cilj ovog rada je da se poka�u i objasne os-
novne karakteristike procesa kompaktifikacije
pri vertikalnim vibracijama, kao što su: vreme
relaksacije, brzina kompaktifikacije i ravnote�na
gustina, kao i da se ispita kako ravnote�na gus-
tina zavisi od amplitude odnosno frekvencije
vibracija.

Postavka eksperimenta

U eksperimentu su korišæene plastiène kug-
lice preènika 4.5 mm, koje su se nalazile izmeðu
dve ravne staklene ploèe dimenzija oko 45�65
preènika kuglica, to jest oko 21�30 cm. Ploèe su
bile razmaknute odstojnicima tako da je šupljina
izmeðu njih bila malo veæa od preènika kuglica,
dovoljno da kuglice mogu slobodno da se kreæu u
dve dimenzije. Ovaj sistem je u vertikalnom po-
lo�aju prièvršæen otpustivim dr�aèima za os-
novnu ploèu (slika 1) koja je sinusno oscilovala u
vertikalnom pravcu. Ploèu je pokretao motor
preko prenosnih remenica, tako da je postojala
moguænost menjanja frekvencije oscilacija u
intervalu od 7.29 do 14.58 Hz. Aparatura je pru-
�ala i moguænost promene velièine amplitude u
intervalu od 1.3 do 5.9 mm, pod uslovom da ma-
ksimalno ubrzanje sinusnih oscilacija na koje je
pobuðivana ploèa, ne prelazi prag od 29 m/s2 .
Frontalno u odnosu na granularno pakovanje,
postavljen je fotoaparat na visini centra pako-
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vanja, na udaljenosti od oko 2 m, kako bi ugaona
širina snimanog predmeta bila što je moguæe
manja, da bi se dobila realnija slika predmeta.

Metod

Izmeðu dve frekvencije, 7.29 Hz i 14.58 Hz,
ekvidistantno su odabrane još èetiri, te je eks-
periment vršen za šest frekvencija. Za svaku od
frekvencija, merenja su vršena na dve ili tri raz-
lièite amplitude, u zavisnosti od toga koliko je
opseg ubrzanja zbog ogranièenosti aparature to
dozvoljavao, te je dobijeno ukupno petnaest
parova frekvencija-amplituda. Za svaki par je
izvršeno pet merenja kako bi se poveæala pre-
ciznost. Ceo proces je sniman fotoaparatom br-
zinom od 25 fps pri rezoluciji od 1920�1088 pix,
dok je vreme ekspozicije bilo 1/600 s.

Pre svakog merenja, odnosno ukljuèivanja
aparature i snimanja, granularno pakovanje je
ruèno rastreseno, te su vrednosti poèetne volu-
minoznosti obuhvatale nešto širi interval, od
69.5 do 75.5 procenata. Posle postavljanja rastre-
senog pakovanja na vibroploèu, ukljuèivano je
snimanje, a posle 1 s pokretane su vibracije kako
bi se kasnije u obradi snimaka mogla taèno utvr-
diti poèetna kompaktifikacija. Snimanje je pre-

kidano nakon dostizanja ravnote�ne kompakti-
fikacije.

Za odreðivanje vremenske evolucije gustine
granularnog materijala bila je potrebna i obrada
snimaka koja je uraðena u programu Matlab i
podrazumevala je:

– rastavljanje snimaka na slike
– lociranje granularnog materijala na svakoj

obraðivanoj slici (jer se zbog oscilacija
ceo sistem u svakom trenutku nalazio u
drugom polo�aju koji opisuje odreðena
elongacija vibroploèe)

– konvertovanje frejmova na kojima se na-
lazilo samo locirano pakovanje, u binarne
fotografije sa pogodno izabranom grani-
com koja odreðuje da li æe se odreðeni pi-
ksel svrstati u bele ili crne

– izraèunavanje odnosa površine granula i
ukupne površine obuhvaæene granularnim
materijalom koji pretstavlja trenutnu gus-
tinu pakovanja

– pamæenje trenutne gustine na svake 0.2 s
– odstranjivanje šumova nastalih usled kon-

tinualnog snimanja.

Rezultati i diskusija

Za predstavljanje procesa kompaktifikacije
(koji je stohastièki proces) još uvek je otvoreno
pitanje pronala�enja analitièke zavisnosti gustine
sistema od vremena u kom je sistem izlo�en vib-
racijama. Kako je ovaj proces u poèetku prilièno
brz, a potom sve više usporava i njegov rezultat
te�i ravnote�noj gustini, u jednom od prvih eks-
perimenatalnih radova na ovu temu (Knight et al.

1995) predlo�eno je da se pomenuta zavisnost
mo�e opisati inverznom logaritamskom fun-
kcijom:
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U datoj jednaèini�� i�0 predstavljaju krajnju
(ravnote�nu) i poèetnu gustinu pakovanja, �r pre-
dstavlja vreme relaksacije o kom æe biti reèi u na-
stavku teksta, t predstavlja vreme izlo�enosti
sistema oscilacijama, dok � oznaèava faktor koji
direktno zavisi od intenziteta vibracija, za koji je
pretpostavljeno da je jedini kontrolni parametar.

Slika 1. Postavka eksperimenta: 1 – osnovna ploèa,
2 – ram sa staklenim ploèama, 3 – granule

Figure 1. Experimental setup: 1 – base plate,
2 – frame with glass plates, 3 – granular material



Intenzitet vibracija oznaèava se grèkim slovom
gama i jednak je odnosu amplitude ubrzanja
harmonijskih oscilacija i ubrzanja sile Zemljine
te�e (� � a g/ ).

Inverznom eksponencijalnom funkcijom nije
bilo moguæe dovoljno dobro opisati podatke do-
bijene u ovom radu, što je posledica velikog
uticaja zidova suda na raspored granula u eks-
perimentu u kom je ovakva zavisnost pretposta-
vljena.

Pomenuti eksperiment je ponovljen sa nešto
drugaèijim uslovima sa malim uticajem zidova
suda (Philippe 2002). Predlo�en je novi analiti-
èki oblik koji opisuje zakon relaksacije sistema
Kohlrausch-Williams-Wattsovom funkcijom, to
jest „stretched exponential” funkcijom:

� �
� �

�

�t

r

n
� 	




�
�



�
�
�

�
�0

exp

u kojoj svi parametri imaju isti fizièki smisao
kao i prethodno pomenuti, s tim što�predstavlja
i „stretch” faktor „s-exp” funkcije (slika 2).

Na grafiku se vidi da model odlièno opisuje
evoluciju gustine pri kontinualnim pobudama
iako mu je prvobitna svrha bila analitièko pred-
stavljanje u nešto drugaèijim uslovima (diskretne
pobude).

Naime, poveæavanjem � direktno se pove-
æava energija koja se dodaje sistemu što prouz-
rokuje porast kinetièke energije granula odnosno
porast „temperature granularnog gasa”. Zbog
ovoga se smanjuje verovatnoæa za nala�enje lo-
kalnih oblasti sistema u kojim su „temperatura i
pritisak granularnog gasa” mali, što ogranièava
moguænost formiranja klastera zbog èega se ra-
vnote�na gustina smanjuje (slika 3). Na malom
grafiku (slika 2) ovo nije jasno izra�eno zbog
toga što poveæanjem amplitude granule mogu da
se slobodnije kreæu i samim tim bolje rasporede u
klastere, te se granularni tok koji je usmeren pre-
ma klasterima i „temperatura granularnog gasa”
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Slika 2. Primeri evolucije gustine sistema za razlièite eksterne pobude fitovani „stretched exponential”
funkcijom (veliki grafik). Evolucija sistema pri konstantnoj frekvenciji od 10.21 Hz i amplitudama od 3.50,
4.25 i 5.88 mm (mali grafik). Gustina u vremenu dobijena je usrednjavanjem evolucija 5 nezavisnih merenja,
radi smanjenja fluktuacija, i fitovana je Kohlrausch-Williams-Watts funkcijom.

Figure 2. Examples of evolution of the system density for different external excitations, fitted with a “streched
exponential” function (large graph). Evolution of the system at a constant frequency of 10.21 Hz and with
amplitudes of 3.50, 4.25 and 5.88 mm (small graph). The time dependence of the density was obtained by
averaging data from 5 separate measurements in order to minimise fluctuations, and it is fitted with the
Kohlrausch-Williams-Watts function.
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koja ih efektivno odvlaèi od grupisanja, deli-
mièno poništavaju.

Na slici 3 mo�e se uoèti blagi pad vrednosti
ravnote�ne gustine koji se javlja kao posledica
porasta srednje kinetièke energije sistema sa po-
rastom �. Merenja kod kojih je � < 1.1 nisu pri-
kazana zbog toga što za vrednosti amplitude

ubrzanja manjih od oko 11 m/s2 ne dolazi do
odvajanja granula od podloge, te se evolucija gu-
stine ponaša na drugi naèin.

Vreme relaksacije predstavlja vreme koje je
potrebno granularnom sistemu da pri odreðenim
uslovima eksterne pobude dostigne ravnote�nu
gustinu. Za razliku od ravnote�ne gustine, vreme

Slika 3.
Zavisnost ravnote�ne
gustine sistema od
kontrolnog parametra �

Figure 3.
Dependence of the
equilibrium packing
fraction on the control
parameter �

Slika 4.
Zavisnost vremena
relaksacije od
kontrolnog parametra �

Figure 4.
Dependence of the
relaxation time on the
control parameter �

Slika 5.
Zavisnost ravnote�ne
kompaktifikacije od
amplitude i kvadrata
frekvencije. Bela boja
odgovara najvišim
vrednostima gustine
dok crna odgovara
najni�im.

Figure 5.
Dependence of the
equilibrium packing
fraction on the
amplitude and the
square of the
frequency. Bright areas
correspond to higher
density and the darker
areas correspond to
lower density.



relaksacije sistema raste sa smanjenjem ampli-
tude ubrzanja (slika 4) i ponaša se po Arrhenius-
-ovom zakonu (manje gustine se br�e posti�u):
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Odnos sila koje doprinose grupisanju granula
u klastere, odnosno poveæanju ravnote�ne gus-
tine, i onih koje doprinose razreðivanju granular-
nog sistema u zavisnosti od razlièitih eksternih
pobuda predstavljen je na slici 5.

Pri veæim amplitudama, a manjim frekven-
cijama èak i kada je vrednost � konstantna dolazi
do porasta vrednosti ravnote�ne gustine što je
posledica opisanih mehanizama koji utièu na
temperaturu granularnog gasa. Uoèava se zna-
èajna razlika u evolucijama gustine sistema pri
kontinualnim i diskretnim pobudama. Meha-
nizmi koji deluju pri kontinualnim pobudama, to
jest pri rapidnom toku granularnog fluida ne
mogu postojati kada se sistem nalazi u stanju
statièkog pakovanja zbog same prirode ovih
stanja.

Zakljuèak

U ovom radu je prouèavan proces kompak-
tifikacije pod razlièitim kontinualnim eksternim
vibracionim pobudama. Cilj rada je bio da se
poka�e kakav uticaj imaju amplituda i frekven-
cija sinusnih oscilacija na sam proces kompak-
tifikacije.

Pokazano je da se Kohlrausch-Williams-
-Wattsov zakon , koji je opisivao proces kom-
paktifikacije u kom granularni materijal nije u
stanju rapidnog granularnog toka, mo�e pri-
meniti za opisivanje procesa kompaktifikacije
pri kontinualnim pobudama. Takoðe utvrðeno je
i obrazlo�eno da gustina ravnote�nog stanja
opada sa porastom intenziteta vibracija, kao i da
se vreme relaksacije sistema ponaša po Arrhe-
niusovom zakonu. Najva�nije, pokazano je kako
amplituda i frekvencija pojedinaèno utièu na
ravnote�nu gustinu, što se mo�e primeniti u
kompaktifikovanju granularnih materijala za
praktiène svrhe upotrebom relativno jednostav-
nog principa.

Rad bi mogao da se unapredi upotrebom kva-
litetnije aparature sa moguænošæu preciznije i
finije promene amplitude i frekvencije, ili apara-

ture koja bi mogla da izdr�i veæa ubrzanja, èime
bi bio proširen opseg merenja te bi razumevanje
celokupnog procesa kompaktifikacije bilo pod-
robnije. Takoðe veæi broj merenja za odreðene
parametre, amplitudu i frekvenciju, znaèajno bi
poveæao preciznost rezultata, dok bi veæe granu-
larno pakovanje doprinelo preciznosti merenja
zbog toga što bi se u potpunosti mogli zanemariti
efekti zidova.
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Grigorije Aleksiæ

Process of Compactification of 2D
Granular Material Under Vertical
Vibrations

In physics of granular materials compactifi-
cation refers to a process of density growth under
the influence of mechanical perturbation, as tap-
ping or vibrating. This phenomenon is essential
in many industrial processes. In this experiment a
two-dimensional granular system consisting of
beads with a diameter of 4.5 mm was used. The
main goal was to investigate the dependence be-
tween the maximum value of density of granular
packing and the amplitude of acceleration of the
sinusoidal oscillations to which the system was
exposed. Finally, we wanted to tackle the rarely
discussed question of the way in which frequen-
cy and amplitude affect the process. It is shown
that with increasing the amplitude of accelera-
tion, the asymptotic density of granular systems
in compactification process declines, and the re-
laxation time of the system follows the Arrhenius
law with respect to the maximum acceleration.


