Kristina Siladi i Daniel Siladi

Potapanje grafova u knjige

Potapanje grafa u knjigu spada u geometrijsku i topoloSku teoriju grafova,
i ima velike primene u VLSI (Very Large Scale Integration) dizajnu, koji se
bavi problemom konstrukcije integrisanih kola sa velikim brojem
tranzistora. Knjigu sa k strana ¢ini jedna prava na kojoj se nalaze cvorovi
grafa i k njome ogranicenih poluravni, na kojima su rasporedene grane
grafa. Ako je moguce rasporediti te grane tako da se nikoje dve ne seku,
kazemo da smo graf potopili u knjigu. Takode je interesantan i problem
odredivanja minimalnog broja preseka grana pri ucrtavanju grafa u knjigu
sa fiksiranim brojem strana. U ovom radu dajemo pregled i kompletne,
dopunjene dokaze nekih novijih rezultata iz ove oblasti, kao i neke i
originalne rezultate vezane za potapanje nekih specijalnih klasa grafova u
knjigu. Na kraju rada, opisan je algoritam za kompjutersko odredivanje
optimalnog crtanja proizvoljnog grafa u knjigu.

1 Uvod

Tema ovog rada spada u geometrijsku i topoloSku teoriju grafova. Ako
je G = (V, E) neki prost graf, crteZ D grafa G u ravni je predstavljanje ¢vo-
rova pomocu tacaka, a grana pomocu Zordanovih krivih koje povezuju
susedne ¢vorove (i ne prolaze kroz druge ¢vorove). Primetimo da jedan graf
ima beskona¢no mnogo crteza. U daljem tekstu, termine ¢vor i grana grafa
¢emo koristiti i za imena geometrijskih objekata koji ih predstavljaju na
datom crteZu. U tom smislu kazemo da se dve grane na nekom crtezu D
seku ako imaju zajedni¢ku unutra$nju tacku. Kazemo da je crteZ nekog
grafa dobar ako se nikoje tri grane ne seku u jednoj tacki, dve susedne grane
se ne seku, i nikoje dve grane se ne dodiruju. U daljem tekstu ¢emo izuca-
vati samo dobre crteZe.

Jedna od intenzivno izu€avanih tema je odredivanje presecnog broja
grafa. Presecni broj crteZa D grafa G, u oznaci cr(D), je broj preseCnih tacaka
grana u tom crtezu. Presecni broj grafa G, u oznaci cr(G), je minimalan
broj cr(D) po svim crtezima D grafa G. Naravno, graf G je planaran ako i
samo ako je cr(G) = 0. Interesantno je da se ne zna presecni broj ¢ak ni za
neke jednostavne grafove. U svom radu Garey i Johnson (1983) su dokazali
da je problem odredivanja presecnog broja grafa NP-kompletan problem.
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Jedna od glavnih motivacija za izu¢avanje prese¢nog broja grafa je
primena u VLSI dizajnu (Very-large-scale integration), koji se bavi pro-
blemom konstrukcije integrisanih kola sa velikim brojem tranzistora. Ima-
judi u vidu tu motivaciju, u radu Fan Chung i saradnika (Chung ez al. 1987)
analiziran je problem ,,potapanja grafova u knjige”. Knjigu sa k listova Cine
jedna prava [, i k njome ogranicenih poluravni. Crtanje grafa u knjigu je
predstavljanje njegovih ¢vorova tackama na pravoj /, tako da se svaka grana
nalazi u tacno jednoj stranici (poluravni). Ako se nikoje dve grane ne seku,
kazemo da smo graf potopili u knjigu. Pagenumber p(G) ili debljina knjige
za G je najmanji broj k tako da se graf G mozZe potopiti u knjigu sa & listova
(ocigledno, svaki graf se moZe potopiti u dovoljno debelu knjigu). Na
primer, u radu Mihalisa Janakakisa (Yannakakis 1986) dokazano je da se
svaki planaran graf moZe potopiti u knjigu sa najvise 4 strane. U radu
Chung i saradnika (1987) je dokazano da je problem odredivanja debljine
knjige proizvoljnog grafa NP-kompletan. Minimalan broj preseka grana
kada graf G crtamo u knjigu sa k strana zove se k-tostrani presec¢ni broj, i
obelezava se sa v, (G). U literaturi su uglavnom izu€avani k-tostrani pre-
se¢ni brojevi za kompletne i kompletne bipartitne grafove. Trenutno, po-
mocu kompjutera moguce je odrediti k-tostrane presecne brojeve za grafove
sa najvise 16 ¢vorova.

Struktura ovog rada je sledeca. U sekciji 2 dajemo pregled najvaznijih
rezultata u vezi sa crtanjem grafova u knjigu. Sekcija 3 sadrzi kompletan
dokaz o najboljoj donjoj granici za v, (G), za proizvoljan graf G. U sekciji 4
se nalazi detaljan dokaz rezultata da je debljina knjige za kompletan graf K,

. n . v R .
jednaka [2—‘ Ova sekcija sadrZi i originalne rezultate autord u vezi pota-

panja nekih specijalnih klasa grafova u knjige. Algoritam za odredivanje
tacnog broja v, (G) i p(G), iz rada Buchheim i Zheng (2006), opisan je u
sekciji 5.

2 Pregled dosadasnjih rezultata

Prvo razmotrimo problem crtanja kompletnih grafova u knjigu sa k
strana. Jasno je, za svaki graf G sa n ¢vorova, v, (G) <v, (K,), gde sa K,
oznacavamo kompletan graf sa n ¢vorova. Dakle, v, (K,,) daje jednu gornju
granicu za v, (G).

n
Nije teSko uvideti da je v, (K,) = (4j Naime, svaka Cetvorka ¢vorova
odreduje ta¢no jednu presecnu tacku (posmatrajmo cetvorku A, B, C, D,

tako da je raspored tacaka A — B — C — D: grane AC i BD odreduju jednu
presecnu tacku). Dakle, presecnih tacaka ima koliko i ¢etvorki ¢vorova, pa

. n
jev, (K, = [4}

Crtanje grafa na dve strane je specijalan slu¢aj crtanja grafa u ravni,
kada su svi ¢vorovi kolinearni. Dakle, cr(G) <v,(G), tj. presecni broj grafa
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nije veéi od dvostranog presecnog broja tog grafa. Anthony Hill je 1958.
godine opisao kako nacrtati K, u ravni sa

= )
412 2 2 2
presecnih tacaka i pretpostavio da je cr(K,) = Z(n). Ta hipoteza je poznata i
kao Guy-ova hipoteza, jer je prvi put objavljena u radu Guy (1960).
Kasnije, nekoliko razli¢itih crteZa K,, u knjigu sa dve strane je pronadeno, u
kojima je broj preseka bio upravo Z(n). Zbog toga je postavljena slabija
hipoteza, da jev, (K,) = Z(n). Ta hipoteza je prvo kompjuterski dokazana za
male n-ove, da bi tek 2013. godine u radu Abrego et al. (2013) bilo
dokazano da je zaista v, (K,) = Z(n). Napomenimo da je hipoteza cr(K,) =
Z(n) jos uvek otvorena.

Sta se zna za crtanje kompletnog grafa u knjigu sa vise od dve strane?
Trenutno, najbolja poznata gornja granica za v, (K,) je data 2013. godine u
radu Etjena de Klerka i saradnika (de Klerk ez al. 2013). U tom radu je dat

algoritam za ucrtavanje K, u knjigu sa k strana. Broj preseka koji se dobija
pomocu ove konstrukcije je

Z,(m)=(n modk)- F&ZJ +1, nj +(k—(n modk)) F@ZJ, nj

gde je

F(r,n):—i+£—ﬁ+7—r2+ T
24 12 4 24 6 4

Do danas nije poznato ni jedno ucrtavanje K, na k strana sa manje
preseka. Takode, svi kompjuterski dobijeni rezultati idu u prilog hipotezi
Vi (Ky) = Zi(n).

Za grafove koji nisu kompletni, ima malo rezultata. Na primer, za ko-
mpletne bipartitne grafove K, u radu Adriana Riskina (Riskin 2003)
dokazano je da ako m|n, onda v, (K, ) ==L n(m-1)(2mn-3m—n). Za
knjige sa 2 strane pomocu racunara, u radu de Klerka i saradnika, objav-
ljenom 2012. godine, dobijene su tacne vrednosti za v, (K, ,), za male m i n.
U tom radu je postavljena hipoteza da je

~1||n-2]|n-1
v, (K, ) =Z(m, n):m VZJ an J RJ

koja joS uvek nije dokazana. U istom radu su dati parcijalni rezultati za
crtanje kompletnih bipartitnih grafova u knjige sa viSe od dve strane.

3 Donja granica za v, (G)

Malo $ta je poznato o donjim granicama za v, (G). Jedan od retkih
rezultata se nalazi u radu Farhada Sahrokija i saradnika (Shahrokhi ez al.
1996), ¢iji kompletiran i prosiren dokaz dajemo ovde.

Teorema 1. Za svaki graf G = (V, E), sa n ¢vorova i m grana, gde je
m >3n, vazi:
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3
m

27n?

v,(G) >

Dokaz. Neka je D crtanje grafa G sav, (G) preseka, G' =(V', E") neki
indukovani podgraf grafa G sa |V'| = r ¢vorova, i D' odgovarajuce pod-
crtanje na jednoj strani sa v, (D') preseka. Kasnije éemo u teoremi 3
dokazati da je:

v,(G)2|E'| - 2r+3

Ako saberemo ove nejednakosti za sve indukovane podgrafove sa r
¢vorova, dobijamo

dvid)= Y |E|- Y.(2r-3)

G'=(V',E") G'=(V",E") G'=(V",E")
[Vi=r [Vi=r [Vi=r

n
Posto postoji [ ] takvih podgrafova, a svaka grana je odredena sa 2
r

n-2
2) podgrafova, odnosno

¢vora, svaka grana se pojavljuje u tacno [

, n—-2
D |E|=m .
Gr=(V,E") r=2
[Vi=r

, n-2 n
G;EV; (D)Zn{r_z) Q2r S)LJ

Vi=r

To znaci da

Sa druge strane, svaki presek je odreden sa 4 ¢vora, $to znaci da se nalazi u
n—4
podgrafova

r—4

. (n—4
Dovi(D)= v, (G)
G=(V1,E") r—4
\Vi=r

UvrStavanjem dobijamo:
n—4 G)> n-=2 23 n
> -(2r—
r—4)" r—2 r

Posle sredivanja dobijamo:

v, (G) 2(”_2)(’1_3)(141—(% _zn _DJ
(r=2)(r -3) r(r-1
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_ _ 2
Lako se moZe uveriti da je (n=2n-3) > nT

>— kaoidaje
r-2)r-3) r

n(n-1) < n’
rir=1)  r(r-1)
Onda nejednakost dobija oblik

LN (SR VAR L S IS (s
\’I(G)>r2 (m (2(r -1 )r(r_l) >r2 m

2
Ako uzmemo da je r :Fn -l
m

22 2 22 3
VI(G)Z n n n n

IR E e

m
_ 2
Posto je m S[Zj = n(n —1) < %, dobijamo da je

m n .
— <—, pa imamo
2 n 2
m’ m’ 4 m* m’
v,(G) > > > == > - QED.
3| 3n+— 3 3n+—
n 2

Teorema 2. Za svaki graf G = (V, E) imamo

3

v,(G)> m 27kn

37k’n® 37

Dokaz. Prvo, primetimo da, ako je m < 3kn, desna strana postaje
negativna, pa tvrdenje trivijalno vazZi. Dakle, moZemo da pretpostavimo da
je m >3kn. Neka je G nacrtan na k strana, tako da je na i-toj strani nacrtan
G,(V,E)).

Sada definiSemo funkciju f; na sledeci nacin:

0, ako x <3n
=3 x* 27

= > ako x >3n
37n 37

Ocigledno (jerv, (G,) predstavlja minimalan broj preseka na jednoj strani, a

taj ,,Jokalni” minimum se ne mora dosti¢i na svakoj strani pri crtanju G na k
strana), vazi da je

k
vk(G)ZZvl(Gi)

Takode vazi daje v, (G;) 2f(E}), jer je za |E{| <3n f(|E|) =0, a u suprotnom,
to vazi po teoremi 1. Koristeéi tu nejednakost, dobijamo:
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k k
vi(G) 22 v, (G) 2D fE])

posto je f konveksna funkcija, vaZi Jensenova nejednakost:

SAIED = kf[ZklElj ~i ™ QED.

Napomenimo da je u radu De Klerka i saradnika (De Klerk ez al. 2013)
dokazano da se ova granica moZe poboljsati za kompletne grafove ukoliko
je n dosta vece od k.

4 Debljina knjige za neke klase grafova

Neka je dat graf G, koga Zelimo da ucrtamo u knjigu sa k strana.
Umesto crtanja ¢vorova na pravu i grana na poluravni, mozemo Koristiti
ekvivalentnu prezentaciju, tzv. cirkularni model. U tom modelu, umesto k
poluravni imamo k kruZnica, na svaku od njih nacrtamo sve ¢vorove (u
istom rasporedu), a zatim svaku granu crtamo u ta¢no jednu kruZnicu, kao
tetivu. Lako je uvideti da su ova dva modela ekvivalentna: naime, u oba
modela dve grane AB i CD seku ako i samo ako su ¢vorovi u rasporedu A —
C-B-DiliC-A-D-B.

Primer. Nacrtajmo kompletan graf Ky na Cetiri strane pomocu cirku-
larnog modela (slika 1). Kasnije ¢emo dokazati da se Ky ne moZe potopiti u
knjigu sa 3 strane, tj. da je p(Ks) = 4. Naime, dokazademo da je

pK,) = B—‘, gde je |_x—| oznaka za najmanji prirodan broj vedi ili jednak x.

Slika 1

4.1 Debljina knjige za kompletne grafove

U literaturi se bez dokaza navodi da je p(K,) = B—‘ U ovom delu da-

¢emo detaljan dokaz te jednakosti. Prvo ¢emo dokazati jednu lemu:

Lema. Ako nacrtamo e dijagonala n-tougla, tako da se te dijagonale
medusobno seku u v tacaka (nikoje tri dijagonale se ne seku u jednoj tacki),
onda ce te dijagonale deliti n-tougao na e + v + 1 oblasti.

Dokaz. Indukcijom po e:
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Za e =1: v mora biti 0, a dobiéemo 1 + 1 + 0 = 2 oblasti.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za e = m.

Neka je dato m dijagonala koje se seku u v tacaka. Po indukcijskoj
hipotezi, broj oblasti na koje dele n-tougao je m + v + 1. Doda¢emo jo$
jednu dijagonalu, koja sece k prethodno nacrtanih dijagonala. To znaci da
ona prolazi kroz k + 1 oblast. Svaku oblast kroz koju prolazi deli na dva
dela. Posto dodata dijagonala ne uti¢e na oblasti koje ne sece, broj oblasti ¢e
se povecati za k + 1. Dakle, sadaimamom+v+1+k+1=(m+D)+(v+k)+1
oblasti, Sto je i trebalo dokazati.

Teorema 3. Neka je G = (V, E) graf sa n ¢vorova i m grana. Tada je

v,(G)z2m—-2n+3

Dokaz. Posmatrajmo circular drawing grafa sa n ¢vorova i |E| grana.
Broj preseka e biti najmanji ako n grana nacrtamo kao stranice n-tougla, a
preostalih |E| — n kao dijagonale. Pomocéu leme dobijamo da grane dele
n-tougao na |E| — n + v, (G) + 1 oblasti. Jasno je da su sve te oblasti
mnogouglovi. Neka je S zbir svih uglova u tim mnogouglovima.

S=(n-2)-108°+v,(G)-360°,

jer je teme svakog ugla ili presek dve dijagonale ili teme n-tougla. Zbir svih
uglova cije je teme presek dve dijagonale je v, (G) - 360°, a zbir preostalih
uglova je zbir uglova n-tougla). Posto je zbir uglova u svakoj oblasti veci ili
jednak 180°, imamo da je
S2(|E|-n+v,(G)+1)-180°
360° v, (G)+180° - (n—-2)=(|E|-n+v,(G)+ 1) - 180°
v,(G)=2|E|-2n + 3. QED.

Teorema 4. Debljina knjige za kompletan graf K, je: p(K, ) = {Z—‘

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da K, ne moZe da se nacrta na manje
strana bez preseka. Pretpostavimo suprotno, da se K, moZe nacrtati na

[ ;—‘ —1 stranu bez preseka. Posmatrajmo sve grane osim (1,2), (2,3),...,(n -1,

n(n—1)
2

-n= g (n—3). Prema Dirihleovom principu,

na jednoj strani ¢e biti bar n — 2 posmatrane grane. Na tu stranu moZemo
docrtati i grane (1,2), (2,3),...,(n — 1,n), (n,1), jer se one ne seku ni medu-
sobno niti seku prethodno nacrtane grane. Dakle, broj prese¢nih tacaka na
toj strani je i dalje 0. Iz Teoreme 3 dobijamo daje 0 >(n—2+n) —2n+3 =1,

Sto je kontradikcija. Dakle, p(K,) = B—‘

n), (n,1). Tih grana ima

Dokazimo da je VP 1 (K,)=0.
2
Neka je n paran, posmatrajmo cirkularno crtanje za K,,. Na k-tu stranu

crtamo izlomljenu liniju k(k +1)(k —1)(k + 2)(k =2)...(k —g 1)k + g) (sabi-
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ranje se vr$i po modulu n). Jasno je da se nikoje dve grane ne seku. Do-
kazimo da se svaka grana pojavljuje tacno jednom: Zbog simetrije je
dovoljno posmatrati samo grane 1m, m =2, 3,..., n. Za parno m, grana lm se

. .mo .m (m .m o m .
nalazi na strani E (¢vorovi ——| — -1 |=11 —+— =m su povezani). Za

m

. m .| m .
neparno m, grana lm se nalazi na strani {Z—I (¢vorovi {2—‘ —Gz—l —lj i

[’;—l +[’;—‘ —1 =m su povezani). PoSto se svaka grana pojavljuje bar jed-

nom, a nacrtali smo g(n —1) grana, svaka grana se pojavljuje ta¢no jednom.
Dakle, p(K,) = B—l za parno 7.

Ako je n neparno: Nacrtajmo K,

n+1

. o n+l
na prethodno opisan nacin na =N

strana, a zatim obriSemo jedan ¢vor. Tako dobijamo K,. QED.

4.2 Debljina knjige za planarne grafove

U radu Yannakakis (1989) je dokazana sledeéa teorema:

Teorema 5. Debljina knjige za proizvoljan planarni graf je najvise 4.

Dacemo primere planarnih grafova ¢ija debljina knjige je 11 2.

Primer. Debljina knjige za stabla je 1.

Dokaz. Nacrtajmo ¢vorove po DFS preorder redosledu (crtamo prvo
koren, pa zatim rekurzivno sva njegova podstabla). Dokaza¢emo induk-
cijom po broju nivoa da se nikoje dve grane ne seku:

Ako imamo 1 nivo, nemamo nijednu granu.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za neko n.

Nacrtajmo stablo sa n + 1 nivoa. Treba dokazati da se grane n + 1-vog
nivoa ne seku sa drugima. Neka je (a,b) proizvoljna grana na n + 1-vom
nivou, pri ¢emu je a levo od b. Da bi ova grana sekla granu (c,d) (c je levo
od d), raspored ¢vorova mora biti a, ¢, b, dia # c1b # d. PoSto su jedini
&vorovi izmedu a i b sinovi od @, ¢ mora biti sin od a. Cvor ¢ je na posled-
njem nivou, pa ne postoji grana (c,d), Sto je kontradikcija sa pretpostavkom
da se neke dve grane seku na n + 1-vom nivou.

Dakle, nikoje dve grane se ne seku na bilo kom nivou, pa je debljina
knjige svakog stabla 1. QED.

Primer. Debljina knjige sledeceg grafa (slika 2) je 2:

Dokaz. Obojimo ¢vorove 2, 4, 6, 8 u crveno, a 1, 3, 7, 9 u plavo. Nacr-
tajmo crvene ¢vorove i ¢vor 5 na kruZnicu (predstaviéemo graf pomocu
cirkularnog modela). Posmatrajmo dva crvena ¢vora koja imaju zajedni-
&kog plavog suseda, npr. 2 i 4. Cvor 1 se mora nalaziti na ,,manjem” luku
odredenom sa 2 i 4 (na onom luku na kome se ne nalaze dosad nacrtani
¢vorovi), jer bi se inace grana 12 ili 14 sekla sa nekom dosad nacrtanom
granom. Dakle, 2 i 4 su susedni na kruZnici. Sli¢no dobijamo dasu2i6, 61
8, 8 1 4 susedni. Dakle, ¢vorove 2, 4, 6, 8 moramo nacrtati bas u tom redo-
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7 8 9 Slika 2

%X O X
4 5 6

O 4 ©)
1 2 3

% O X

sledu. Cvor 5 mora biti izmedu neka dva od ovih &vorova, §to je kontra-
dikcija. Dakle, ovaj graf se ne mozZe potopiti u knjigu sa jednom stranom.
Pokazimo da se moZe potopiti u knjigu sa 2 strane (slika 3):

Slika 3

4.3 Debljina knjige za hiperkocke

n-dimenzionalna hiperkocka je graf sa 2" ¢vorova, koji su oznaceni
razli¢itim n-torkama nula i jedinica. Dva ¢vora su povezana ako se
odgovarajuce n-torke razlikuju na ta¢no jednom mestu. Na primer, zan = 2,
3, 4 dobijamo sledece grafove (slika 4):

7110

1100,

/1010

1101

110 M 0110 0111

10 " 100 101 0100 %

010 011 0010 0011

00 01 000 001 0000 0001

Slika 4

1001

"

1011
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Prvo, dokaZimo indukcijom da se O, moZe potopiti u knjigu sa n — 1
stranom:
Za n = 2, hiperkocku mozZemo nacrtati na sledeci nacin (slika 5):

Slika 5

Pretpostavimo da se Q, moZe potopiti u knjigu sa n strana. Posma-
trajmo taj crteZ. Neka su ¢vorovi, sa leva na desno, oznaceni sa ay, as,...,
ay,. Preslikajmo Q, osnosimetri¢no u odnosu na neku pravu koja se nalazi
desno od a, i normalna je na pravu odredenu ¢vorovima. Ozna¢imo sa Q!
sliku Q,. Na primer, za n = 2 ¢emo dobiti sledeci crteZ (slika 6):

o s Slika 6

00 01 1" 10 10 " 01 00

Ispred ¢vorova Q, dopiSimo nule, a ispred ¢vorova Q, jedinice (sada
imamo ¢vorove Oay, Oas,..., Oaz,,, laz,, ».-vs laa, 1la;). Dodajmo knjizi jos§
jednu stranu. Na tu stranu nacrtajmo grane (Oa,la;), (0a2,1ay),..., (Oaz,,,
la,, ). Nikoje dve od ovih grana se ne seku (posmatrajmo grane (Oa;,1a;) i
(Oaj,1q;), za i > j. Po konstrukciji, Oai se nalazi levo od Oa;, a 1a; desno od
laj, tj. raspored ¢vorova je Oa; — Oa; — 1a; — 1a;, pa se ove grane ne seku).

Sada (za n = 2) imamo sledece (slika 7):

o 3 Slika 7
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Posto smo nacrtali 2" -2+2" =2""" grana, i pri tom smo spajali
samo ¢vorove €iji se brojevi razlikuju na ta¢no jednom mestu, dobili smo
0,.+1- Nikoje dve grane se ne seku, pa smo dokazali da se Q,.,; moZe potopiti
u knjigu sa n strana.

Dakle, O, se moze potopiti u knjigu sa n — 1 stranom. Treba jo§ doka-
zati da se O, ne moZe potopiti u knjigu sa manje strana.

5 Odredivanje v, (G) 1 p(G) pomocu
kompjutera

Algoritam za odredivanje tacnog broja v, (Ky) je prvi put opisan u radu
Buchheim i Zheng (2006), gde su ga autori upotrebili za izraCunavanje
v, (K,) za k =21n<13. No, 2012, u radu Abrego et al. (2013) je za sve n
dokazano da je v, (K,) = Z(n), gde je

G HIl |
412 2 2 2

Godine 2013, de Klerk i saradnici u svom radu radu (De Klerk ez al.
2013), dobili su tacne brojeve zav, (K,) zak=3,4,5,in=7,8,... 15. Svi
ovi, kompjuterski dobijeni, rezultati potvrduju joS nedokazanu hipotezu da
je v, (K,) = Zi(n) (videti sekciju 2). U daljem tekstu dajemo opis algoritma
koji je pri tome koriscen, i koji smo implementirali uz neke dodatne opti-
mizacije.

Prvo nacrtamo graf G na jednu stranu (za sve moguce permutacije
¢vorova nactramo po jedan crtez). Tako dobijamo crteze Dy, D,,..., D,. Za
svaki od tih crteZa konstruiSemo novi graf G|, tako da su ¢vorovi G| grane
pocetnog grafa, a dva ¢vora u G| su povezana ako se njima odgovarajuée
grane seku na crtezu D;. Zatim za sve G| odredimo hromatski broj x(G),
broj boja kojima je potrebno obojiti ¢vorove grafa tako da nikoja dva
susedna ¢vora nisu iste boje. Najmanji od dobijenih hromatskih brojeva je
p(G). Za racunanje hromatskog broja koristili smo standardni metod,
svodenjem na problem zadovoljivosti iskaznih formula (SAT):

Neka je dat graf G = (V, E) sa |V| = n ¢vorova numerisanih od 1 do n, i
Zelimo da proverimo da li se on moZe obojiti sa k£ boja. Uvodimo promen-
ljive:

i

;| TACNO, ako ¢vor i ima boju j
NETACNO, inade

Tada treba da bude ispunjeno sledece:

[ A (=xiv ﬁx;‘)J/\(/\( v xf)).

(i,j)eE 1 <c<k ieV 1<c<k

Prva zagrada znaci da ni jedna grana ne sme spajati dva susedna ¢vora iste
boje, a druga da svaki ¢vor mora biti obojen nekom bojom. Ovako svedeni
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problem bojenja grafa se moZe resiti pomocu neke od postojecih biblioteka
za reSavanje SAT problema.

Sa druge strane, odredivanje v, (G) je u stvari ekvivalentno problemu
max-k-cut, tj. problemu bojenja ¢vorova grafa tako da broj grana koje
spajaju razli¢ito obojene ¢vorove bude maksimalan. Dalje taj problem se
moZe svesti na maxium satisfability problem (problem zadovoljavanja Sto
veceg broja iskaznih formula). Konkretno, potrebno je za svaki graf G|
izracunati |[E(G))|-max-k-cut(G)) (gde je |E(G)| broj grana grafa G/, a
max-k-cut(G") maksimalan broj grana sa razli¢ito obojenim krajevima, pri
bojenju sa k boja). Najmanji od dobijenih brojeva je v, (G). Za egzaktno
racunanje smo koristili metod svodenja na teZinski MAX-SAT, koji je jako
slican onom za bojenje grafa sa k boja, samo $§to iskazi oblika v, ., x;,
i €V dobijaju tezinu k|E|.

Iako gore opisan algoritam jeste korektan, on u tom obliku nije po-
godan za implementaciju na racunaru, prvenstveno zato §to je racunanje
%(G) i max-k-cut(G) za svaku permutaciju ¢vorova zahteva previse vre-
mena. Zato, koristimo nekoliko nac¢ina da minimizujemo broj grafova za
koje ¢emo morati eksplicitno da racunamo % (G) i max-k-cut(G).

Pre svega, primetimo da se Cesto deSava da za neka dva grafa G| i G',
nastala od razli¢itih permutacija ¢vorova =, i nt;, dobijemo crteze D; i D;
koji izgledaju isto, samo su im ¢vorovi obelezeni drugacije. To znaci da su i
pocetni grafovi G| i G‘;. morali da budu izomorfni, odnosno ,,isti” do na
drugacije obeleZavanje njihovih ¢vorova. Jedan takav izomorfizam (od-
nosno, u ovom slu¢aju automorfizam, jer nam trebaju izomorfizmi grafa
samog sa sobom) se moze predstaviti jednom permutacijom ¢vorova —
brojeva 1, 2,..., |V]. Neka je skup svih automorfizama nekog grafa G:
Aut(G)={a,,a,,.., o, }. Koriste¢i se ovime, pri generisanju svih permu-
tacija ¢vorova mozemo ,,preskociti” neku permutaciju di ako se ona moze
dobiti kompozicijom o’ o ' neke prethodne permutacije ' i nekog auto-
morfizma o € Aut(G).

Iako i generisanje automorfizama proizvoljnog grafa spada u klasu NP
problema, u praksi postoje algoritmi koji u prose¢nom slucaju rade u line-
arnom vremenu.

Tabela 1. Vrednosti v, (Kn) zamale kin

k n

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 0 0 1 5 15 35 70 126 210 330 495 715 1001 1365
2 0 0 0 1 3 9 18 36 60 100 150 225 315 441
30 0 O O 0O 2 5 9 20 34 51 83 121 165
4 0 0 O 0O O O O 3 7 12 18 34 ? ?
50 0 0 0 0 O O O O 4 9 2 2 ?
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Zaklju¢ak

U ovom radu su navedeni dosadasnji rezultati iz oblasti potapanja gra-
fova u knjige, kao i originalni rezultati autora. Dosadasnji rezultati iz ove
oblasti su uglavnom vezani za kompletne grafove ili za gornja i donja
ogranicenja za k-tostrani presecni broj grafova. U ovom radu je dat kom-
pletan dokaz o najboljoj donjoj granici za v, (G), za proizvoljan graf G,

detaljan dokaz da je debljina knjige za kompletan graf K, jednaka Bl-‘, ori-

ginalni rezultati autora vezani za potapanje nekih specijalnih klasa grafova
u knjige, kao i algoritam za odredivanje v, (G) i p(G).
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Kristina Siladi and Daniel Siladi

Embedding Graphs in Books

Embedding graphs in books is a topic in geometrical and topological
graph theory and it has great applications in VLSI (Very Large Scale Inte-
gration) design, the process of creating integrated circuits by combining a
large number of transistors onto a single chip. A k-page book consists of &
half-planes (pages), with their common intersection being a line — the spine
of the book. The vertices of a graph are then placed along the spine, and
each edge is drawn on a page. If we can arrange the edges in a way that no
two of them intersect each other, we say we have embedded that graph in
the book. The problem of determining the minimal number of edge-cross-
ings when the number of pages is fixed, is also interesting. In this paper we
give complete proofs of some newer results in this field (book thickness for
complete graphs, lower bound for the k-page crossing number, ...). Also, a
computer algorithm for determining the optimal drawing of an arbitrary
graph into a book is presented and implemented. At the end of the paper, we
give original results concerning the drawing of some classes of graphs in a
book.
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