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Vladimir Makari}

Implementacija fizike
mekanih tela

U ovom radu opisan je skup algoritama i struktura

podataka koji modeluju pona{anje mekanih tela pri

interakciji sa ~vrstom podlogom u realnom vremenu.

Telo je predstavljeno skupom ta~kastih masa koje

me|usobnim interakcijama te`e da odr`e prvobitni

oblik tela. Postignuto je vizuelno zadovoljavaju}e

pona{anje mekanih tela koje je vidljivo pri inter-

akciji sa ~vrstom podlogom. Implementirani su algo-

ritmi koji pri deformaciji mekanih tela odr`avaju

po~etnu povr{inu ili obim u svakom trenutku. Rezul-

tati ovog rada pokazuju da je pode{avanjem para-

metara elasti~nosti mogu}e simulirati kretanje i po-

na{anje ~vrstih tela pri interakciji sa podlogom bez

ra~unanja dinamike rotacije za telo kao celinu.

Ovim istra`ivanjem nije obuhva}ema interakcija iz-

me|u mekanih tela, ve} samo interakcija mekanih

tela sa ~vrstim telima.

Uvod

Mekana tela su ona tela koja se prilikom inter-
akcije sa drugim telima vidno deformi{u, ali u odre-
|enoj meri te`e da se vrate u svoj prvobitni oblik.
Cilj ovog rada je izrada kompjuterskog modela koji
opona{a takva tela prilikom sudara sa ~vrstim telima.
Cilj projekta nije egzaktna simulacija koja bi strogo
pratila fizi~ke zakone, ve} {to jednostavniji ra~u-
narski model koji }e grafi~ki da prika`e interakciju
mekanih tela sa okolinom. Pod ra~unarskim mo-
delom se podrazumeva skup algoritama i struktura
podataka kojima je opisano stanje i pona{anje, u
ovom slu~aju, mekanih tela. Pored jednostavnosti,
cilj projekta je i efikasnost, da bi se pona{anje me-
kanih tela moglo grafi~ki prikazati u realnom vre-
menu. Po{to je jedini kriterijum valjanosti modela

(pored efikasnosti) vizuelni, njegova primena ogra-
ni~ena je na igrice i kompjutersku animaciju. Ovaj
rad se bavi dvodimenzionalnim telima, koja su pred-
stavljena vektorski. Postoji vi{e na~ina implemen-
tacije fizike mekanih tela:

– minimizacija energije (web1) (telo prelazi u
oblik koji minimizuje energiju deformacije,
poput balona),

– pam}enje svog originalnog oblika (web2)
(svako telo pamti svoj po~etni oblik i usled
deformacije ono poku{ava da se vrati u taj
oblik),

– pomo}u ta~kastih masa (~estica) koje su
povezane oprugama koje se pona{aju po Hu-
kovom zakonu (web3).

U ovom projektu kori{}en je metod ta~kastih
masa.

Projekat je programiran u C++-u, za grafiku je
kori{}ena OpenGL grafi~ka biblioteka, za funkci-
onalnosti koje nisu podr`ane u C/C++ standardnoj
biblioteci je kori{}ena boost biblioteka (web4).

Cilj projekta je kreiranje programa ~iji je unos
niz du`i koje predstavljaju stranice ~vrstih tela i niz
ta~kastih masa (~estica) koji predstavlja poligon za
prikazivanje mekanog tela za koje se simulira inter-
akcija sa ~vrstim telima.

Karakteristike fizi~kog sistema

Ra~unarske simulacije funkcioni{u tako {to fi-
zi~ki sistem koji simuliraju transformi{u iz stanja S(t)
u stanje �S (t + �t), gde je �t vreme koje protekne u
tranziciji S S� �. U ovom projektu u fizi~kom sis-
temu postoje samo ~estice. Tela postoje samo kao
interakcija izme|u pojedinih ~estica (isto kao i u
svetu oko nas). Svaka ~estica ima svoju masu, vektor
pozicije, brzine, ubrzanja i vektor ukupne sile koja na

Vladimir Makari} (1993), Novi Sad, @elezni~ka 39,

u~enik 4. razreda Gimnazije „Jovan Jovanovi}

Zmaj” u Novom Sadu

MENTOR: Milo{ Savi}, Prirodno-matemati~ki

fakultet Univerziteta u Novom Sadu



nju deluje. Da bismo transformisali sistem ~estica,
potrebno je za odre|eni interval �t re{iti diferen-
cijalne jedna~ine koje opisuju kretanje ~estica (ma-
terijalnih ta~aka). To radimo pomo}u numeri~ke
integracije, a u ovom projektu koristimo najjedno-
stavniji i najneprecizniji oblik, Ojlerov. Ukoliko je �t

dovoljno malo, nepreciznost integratora je zanemar-
ljiva {to je slu~aj sa ovom ra~unarskom simulacijom
ukoliko se izvr{ava nativno na prose~noj ma{ini. U
svakoj iteraciji simulacije se od vektorskog zbira svih
sila koje deluju na ~esticu (ukupna sila) odre|uje
ubrzanje a = F/m. Ubrzanje se pomno`eno sa �t,
dodaje na brzinu, a brzina se pomno`ena sa �t do-
daje na trenutnu poziciju ~estice. Deo programa koji
vr{i integraciju naziva se integrator. (U svakoj ite-
raciji simulacije se pored transformacije sistema radi
i njegovo iscrtavanje. Vreme trajanja svake iteracije
se prosle|uje integratoru slede}e iteracije kao �t.
Time se obezbe|uje nezavisnost fizi~kog sistema od
ma{ine na kojoj je program pokrenut.

Kada se nova ~estica dodaje u sistem, svim nje-
nim veli~inama se zadaju proizvoljne vrednosti. Posle
dodavanja u sistem, jedini na~in delovanja na ~esticu
jeste preko sile koja deluje na nju, to jest njenim do-
davanjem na ukupnu silu. Tako se u svakoj iteraciji
na svaku ~esticu deluje silom gravitacije. Po{to tre-
nutno ni jedna druga sila ne deluje na ~estice one
slobodno padaju.

Uvo|enje ~vrstih prepreka

Da bi se mogle videti karakteristike mekanih tela
najbolje je dovesti ih u interakciju sa ~vrstim telima.
Stoga su u fizi~ki sistem dodate povezane du`i koje
predstavljaju stati~ne ~vrste prepreke ili tlo o koje }e
se ~estice, a samim tim i mekana tela, odbijati. U tu
svrhu je implementirana provera sudara ~estice sa
preprekom. ^estica nema nikakve dimenzije pa se
njeno kretanje mora predvideti, ina~e do sudara nikad
ne}e do}i. U jednoj iteraciji ~estica }e se pojaviti sa
druge strane du`i i nastavi}e dalje. Takav fenomen se
naziva tunelovanje. Da bi se tunelovanje spre~ilo mo-
ra se u svakoj iteraciji proveravati sudar sa du`i koja
predstavlja pomeraj ~estice u iteraciji i du`ima koje
predstavljaju ~vrsta tela. Du` pomeraja je du` od tre-
nutne pozicije ~estice do budu}e pozicije posle inte-
gratora (pozicija+ = brzina � �t).

Ukoliko do|e do sudara (presecanja), po zakonu
refleksije se du` pomeraja reflektuje od du`i ~vrstog
tela sa kojom je do{lo do sudara. Reflektovan kraj

du`i je nova pozicija ~estice. Reflektuje se i brzina
~estice po zakonu odr`anja energije, da bi nastavila
da se kre}e kao da se fizi~ki odbila od te du`i. Slika
1 je primer ovog procesa. Crna strelica predstavlja
pomeraj ~estice u jednoj iteraciji, krst predstavlja su-
dar sa du`i poda. Po{to je do{lo do sudara, pozicija
~estice se reflektuje. Novu reflektovanu poziciju ~e-
stice predstavlja gornji ta~kasti krug. Slika 2 ilustruje
mogu}u komplikaciju, gde se nova pozicija ~estice
posle refleksije nalazi u prepreci, to jest reflektovan
pomeraj preseca du` prepreke.
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Slika 1. Prikaz sudara ~estice sa podlogom

Figure 1. Particle ground collision

Slika 2. Mogu}a komplikacija prilikom sudara ~estice sa
preprekom

Figure 2. Possible complication in the event of a
particle-obstacle collision
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Re{enje je rekurzivno proveravanje sudara sve
dok pomeraj ~estice ne preseca ni jednu du` pre-
preke. Na slici 2 krajnja pozicija (gornji levi ta~kasti
krug) se posti`e posle dve iteracije algoritma, to jest
posle dve refleksije. Po zavr{etku algoritma treba
proveriti da li putanju od trenutne pozicije ~estice do
krajnje izra~unate pozicije preseca neka du`, po{to je
mogu}e da je do{lo do gre{ke ukoliko su vrednosti
brzine ~estice veoma male i ukoliko se nalazi veoma
blizu du`i. Do gre{ke mo`e do}i usled ograni~enosti
binarne reprezentacije decimalnih brojeva u ra~unaru.
Ukoliko se detektuje navedeni presek, zna~i da ~es-
tica le`i na du`i i da njenu poziciju ne treba a`urirati.
Po{to je detektovanje ove gre{ke ra~unski zahtevno
(treba opet proveravati sudare sa du`ima), poziciju
~estice ne a`uriramo ukoliko je brzina ~estice izu-
zetno mala.

Opruge

Opruge predstavljaju interakciju izme|u dve ~e-
stice, i ta interakcija te`i da ih odr`i na odre|enom
rastojanju. Kreiranjem mre`e opruga izme|u niza ~e-
stica koje predstavljaju omota~ tela, defini{e se
„kostur” koji }e te`iti da usled interakcija tela sa
podlogom odr`i njegov prvobitni oblik.

Opruga povezuje dve ~estice i deluje silama na
njih u zavisnosti od njihovog rastojanja, du`ine op-
ruge u opu{tenom stanju i koeficijenta elasti~nosti.
Pona{anje opruge, to jest intenzitet sile koja deluje na
svaku od dve ~estice je definisan Hukovim zakonom,
F = –kx gde je x razlika opu{tenog rastojanja (pri-
rodna du`ina opruge kada ni jedna sila ne deluje na
nju) i trenutnog rastojanja dveju ~estica koje pove-
zuje opruga, a koje predstavlja trenutnu du`inu op-
ruge; k je kofiecijent elasti~nosti. Ova sila deluje na
obe ~estice u suprotnim smerovima u pravcu opruge.
Po{to je simulirani fizi~ki sistem vektorski, koristi se
vektorski oblik Hukovog zakona:

F p p d p p k0 1 0 1 0 1, ( ) ( )� � � � � � 
 � 
 (1)

gde su p0 i p1 pozicije krajeva opruge, odnosno
pozicije ~estica, d je opu{tena du`ina opruge, F0 je
sila koja deluje na ~esticu sa pozicijom p0, a F1 na
~esticu sa pozicijom p1. Ukoliko je du`ina opruge
(razdaljina ~estica) manja nego opu{tena du`ina, sile
F0 i F1 }e delovati na ~estice u smeru koji }e ih raz-
dvajati (F0 }e biti u smeru od p1 do p0, a F1 obr-
nuto). Ukoliko je du`ina ve}a nego opu{tena, sile }e
delovati da zbli`e ~estice. Delovanjem sila opruga

poku{ava da se vrati u svoje prvobitno opu{teno
stanje. Od koeficijenta elasti~nosti zavisi intenzitet
sila, to jest te`nja opruge da se vrati u prvobitno
stanje. [to je koeficijent ve}i to je opruga ~vr{}a, to
jest slabije se deformi{e kada na nju deluju sile.

U svakoj iteraciji pre integracije za svaku oprugu
se ra~unaju sile koje se dodaju na ukupnu silu dve
~estice koje opruga povezuje. Jedna ~estica mo`e biti
povezana putem opruga sa vi{e drugih ~estica. Tako
se formiraju mekana tela.

Krute opruge

^vrsta opruga teoretski ima beskona~an koe-
ficijent elasti~nosti. U ra~unarskoj simulaciji je ne-
mogu}e raditi sa velikim koeficijentima elasti~nosti
po{to kada se primenjuje sila na ~estice opruge, pri-
menjuje se na ceo interval �t, koji uvek ima neku
konkretnu vrednost, a trebalo bi da bude beskona~no
mali. U prirodi za bilo koji interval �t sila se menja
beskona~no mnogo puta. Na primer ukoliko je op-
ruga izdu`ena, za neki interval �t se izra~una sila i
primeni na obe ~estice. Ta sila se primenjuje na ceo
interval i opruga dobija ve}u silu nego {to treba. Jer
kada bi taj interval prepolovili ~estica bi u prvoj po-
lovini dobila polovinu te sile i ta sila bi promenila
poziciju, tako da bi sila u drugoj polovini bila manja
od sile u prvoj po{to je pozicija promenjena, to jest
du`ina opruge je bli`a ravnote`noj. Ovim primerom
je ilustrovan problem sa kojim se susre}u sve ra~u-
narske simulacije fizike, jer je potrebno raditi sa
beskona~no malim vrednostima, koje ne mogu ni da
se predstave u ra~unaru, a ~ak i da mogu, potreban bi
bio beskona~no brz ra~unar da bi mogao jednu itera-
ciju izvr{iti za beskona~no malo vremena.

Kada se velika sila primeni na ~esticu (usled veli-
kog koeficijenta elasti~nosti ili velikog �t), opruga
postane nestabilna. Njena ~estica dobije veliku brzinu
i u slede}oj iteraciji ako nije presko~ila svoj ravno-
te`ni polo`aj (polo`aj u kome je du`ina opruge
jednaka opu{tenoj du`ini) ta brzina }e jo{ da se po-
ve}a, a ako je presko~ila onda }e nastaviti da „ska~e”
gore-dole oko njega, po{to }e onda dobiti veliku br-
zinu u suprotnom smeru. Jo{ je situacija gora kada je
vi{e opruga povezano, jer tada se desi da usled
velikog koeficijenta ili velikog �t sistem opruga
postane toliko nestabilan da „eksplodira”.

Da bi se ovo pona{anje neutralisalo i omogu}ilo
modelovanje ~vrstih opruga mora se sila primenjivati
na oprugu u zavisnosti od trenutne brzine njenih kra-
jeva (~estica). Tako se sile „ubla`uju”. Prvo je po-



trebno odrediti komponente brzine prve i druge
~estice u pravcu opruge (ov1, ov2), po{to ta kompo-
nenta najbolje predstavlja smer i intenzitet kretanja
~estice uz oprugu. Posle treba odrediti relativnu br-
zinu kretanja uz oprugu te dve ~estice. Postoje dve
takve brzine (rv1, rv2), istog pravca i intenziteta a
razli~itog smera; rv1 je brzina prve ~estice (uz op-
rugu) sa ta~ke gledi{ta druge; rv2 je brzina druge
~estice (uz oprugu) iz ta~ke gledi{ta prve:

rv ov ov1 1 2� �
rv rv2 1� �

Prilikom ra~unanja sile za prvu ~esticu (1), F1, na
tu silu dodajemo silu koja je jednaka: rv pk2 
 (pk je
koeficijent prigu{ivanja), drugoj ~estici dodajemo silu
istog pravca i intenziteta, samo drugog smera (
rv pk1 
 ). Ukoliko bi sada opruga imala visok koefi-
cijent elasti~nosti kao i koeficijent prigu{ivanja, ona
vi{e ne bi poskakivala. Bila bi ~vrsta, zato {to uko-
liko do|e do izdu`ivanja opruge, jaka sila }e delovati
na ~esticu. Prigu{iva~ }e tu silu jo{ pove}ati ukoliko
se opruga trenutno izdu`uje (ukoliko su brzine
~estica usmerene ka spolja{nosti opruge) jer su tada
F1 i rv1 istog smera. A posle ove iteracije kada op-
ruga ve} po~ne velikom brzinom da se skuplja (usled
jake sile koja je jo{ poja~ana prigu{iva~em), sila }e
delovati sna`no, ali }e prigu{iva~ da je prigu{i po{to
je sada rv2 suprotnog smera od F1. Nema potrebe jo{
dodavati silu jer }e do}i do nestabilnosti. Drugim
re~ima prigu{iva~ ima u vidu trenutnu brzinu ~estice
dok primenjuje silu na nju. Odnosno pri velikim koe-
ficijentima elasti~nosti sila nije toliko jaka da dovodi
do nestabilnosti ukoliko se ~estica ve} kre}e u pra-
vom smeru.

Povezivanje opruga

Povezivanjem ~estica oprugama, stvaraju se inte-
rakcije me|u ~esticama i uz pomo} tih interakcija
mogu}e je konstruisati tela. Najjednostavnije telo
koje se mo`e konstruisati je trougao. Prvo se tri ~es-
tice dodaju u sistem i svaka sa svakom se pove`e op-
rugom ~ija opu{tena du`ina se pode{ava na rastojanje
izme|u ~estica. Time se odre|uje opu{teno stanje tela
koje je formirano, to jest stanje kojem }e telo te`iti
ukoliko do|e do deformacije. Koeficijent elasti~nosti
te tri opruge defini{e tvrdo}u trougla. Ukoliko je
koeficijent mali, a masa ~estica velika, opruge ne}e
uspeti da odr`e formu trougla. Mora se na}i balans,
koji zavisi od pona{anja tela koje se `eli posti}i.
Ukoliko je `eljeno pona{anje elasti~no, deformabilno,

onda se mora pove}ati elasti~nost ili smanjiti masa,
ali ne previ{e po{to }e se dobiti ~vrsto telo. Tako|e
je bitan ugao pod kojim su postavljene opruge, to jest
uglovi trougla formiranog od ~estica.

Na slici 3 se vide dva primera povezivanja opru-
ga u trougao. U primeru a) telo (trougao) je stabilno,
po{to je u pitanju jednakostrani~an trougao. Stabil-
nost dolazi iz toga {to je minimalni ugao u ovakvoj
konfiguraciji maksimizovan i razdaljina izme|u ~esti-
ca je ista. Izme|u svake dve opruge postoji minima-
lan ugao od 60°. U ovakvoj konfiguraciji te{ko mo`e
do}i do situacije da jedna ~estica pro|e kroz drugu
oprugu. Na primer, ukoliko telo sa slike 3a pada
usled dejstva gravitacije i donja ~estica udari o tlo,
ona }e dobiti brzinu ka gore, to jest ka naspramnoj
opruzi. Da bi ~estica mogla da pro|e kroz naspramnu
oprugu treba da svojim kretanjem kompresuje druge
dve opruge toliko da njihova zajedni~ka du`ina bude
jednaka njoj (naspramnoj opruzi). To se te{ko mo`e
desiti po{to }e se te dve susedne opruge opirati toliko
velikoj kompresiji. Sila to jest brzina bi morala biti
veoma velika da bi se to desilo, stoga je ovo stabilna
konfiguracija. U drugom slu~aju, na slici 3b,
konfiguracija je nestabilna po{to je minimalni ugao
veoma mali (uglovi kod gornjih ~estica). Na primer
ukoliko bi telo na slici 3b udarilo o tlo, donja ~estica
bi morala samo malo da kompresuje susedne opruge
da bi pro{la kroz naspramnu oprugu, time rasturiv{i
telo.

Opruge su odli~ne za modelovanje tela, po{to
kroz njih sila „putuje”, dobro se propagira, ba{ kao u
pravom telu gde sila putuje kroz atome (analogno
~esticama) koji su me|usobno povezani raznim ve-
zama (analogno oprugama).
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Slika 3. Primer povezivanja ~estica oprugama u trougao

Figure 3. Example of a triangle formed by connecting
particles with springs
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Formiranje slo`enih tela

Ovim postupkom, algoritmom, je omogu}en unos
pored prostih konveksnih, veoma slo`enih, „izrazito”
nekonveksnih tela, poput tela u obliku potkovice, u
obliku plusa, zvezde i sl.

Slo`eno telo se defini{e omota~em koji mo`e biti
konveksan ili konkavan. Omota~ je ure|en niz ta~aka
u dvodimenzionalnom prostoru. Slo`ena tela se for-
miraju tako {to se ~estice, ~ije pozicije se nalaze u
nizu ta~aka, me|usobno povezuju oprugama. Da bi
formiranje tela bilo uspe{no, formirano telo mora biti
stabilno. Ne sme se usled interakcije sa okolinom
(sudari) raspasti, to jest ~estice ne smeju prolaziti
kroz opruge. Slo`eno telo se mora sastaviti po istom
principu kao i povezivanje najjednostavnijeg tela od
tri ~estice. Minimalni ugao mora biti maksimizovan i
maksimalni unutra{nji ugao mora biti minimizovan.
Slede}i korak bi bio sastavljanje ~etvorougla.

Kada bi se omota~ kod ~etvorougla formirao
prave}i analogiju sa trouglom, telo bi bilo nestabilno
po{to bi pozicija ~estica i povr{ina tela mogle da se
menjaju a da obim ostaje isti, to jest da opruge ostaju
u opu{tenom stanju. Stabilno telo pored toga {to odr-
`ava povr{inu, mora da odr`ava i prvobitne uglove
kod temena, ~estica. Na slici 4 (a, b), vidimo da se

prvobitno definisano telo 1 mo`e vrlo lako defor-
misati u telo 2, to jest ne postoji ne{to {to bi ga u
tome spre~ilo, po{to opruge jedino odr`avaju du`inu.
Stabilno telo uvek mo`e da se napravi tako {to bi se
sve ~estice povezale me|usobno oprugama. To
vidimo na slici 4 c1, gde je re{ena nestabilnost tela
pod a. Problem je {to to nepotrebno usporava simu-
laciju, ukoliko je telo slo`eno, ukoliko se sastoji od
ve}eg broja ~estica. Cilj je povezati ~estice sa {to
manje opruga, a da telo bude stabilno, odnosno da
zadr`ava oblik definisan omota~em. Na slici 4 c2
re{en je problem nestabilnosti na efikasniji na~in, sa
jednom dodatnom oprugom, umesto dve, time je telo
podeljeno na 2 trougla. Po{to je trougao najjedno-
stavnije telo koje mo`e da se konstrui{e pomo}u
najmanjeg broja ta~aka (~estica), a pritom mo`e da
bude veoma stabilno ukoliko je minimalni ugao ma-
ksmizovan, logi~no je svako slo`eno telo predstaviti
pomo}u mre`e povezanih trouglova. Drugim re~ima
potrebno je niz ta~aka, omota~ tela, to jest niz ~estica
triangulisati. Problem triangulacije je veoma prisutan
u raznim oblastima ra~unarstva. Razvijeni su mnogi
algoritmi koji re{avaju taj problem. Algoritam koji je
najpogodniji za ovu situaciju je Delanej triangulacija
(web2), po{to je cilj tog algoritma ba{ maksimizacija
minimalnog ugla svakog trougla. Delanej algoritam
pravi konveksnu mre`u trouglova oko zadatog skupa
ta~aka, gde redosled ta~aka nije bitan. Takva triangu-
lacija je odgovaraju}a kada su u pitanju konveksna
tela, a u nekim slu~ajevima konkavnih tela nije
odgovaraju}a. Za potrebe ovog projekta osmi{ljen je
posebni algoritam za generisanje mre`e opruga koja
}e odr`avati oblik tela, koji pru`a ve}i nivo kontrole
nego Delanej triangulacija.

Generisanje mre`e opruga

Ulaz algoritma je minimalni dozvoljeni ugao iz-
me|u dve opruge i omota~ ~estica koje defini{u telo.

1. Kreira se omota~ tela povezivanjem svake dve
uzastopne ~estice oprugom. Kreirane opruge se do-
daju na listu postoje}ih opruga. Na slici 5a, telo je
sastavljeno od ~estica p0, p1,..p8. Opruge su pred-
stavljene punom crnom du`i.

2. Za ~esticu, izra~unava se unutra{nji ugao u od-
nosu na omota~.

3. Odre|uju se sve potencijalne opruge izme|u
~estica, tako {to se iz skupa svih mogu}ih opruga
odbacuju one koje presecaju ve} postoje}e opruge,
odnosno one koje ~ine omota~ tela. Potencijalne

Slika 4. Formiranje kvadrata pomo}u opruga

Figure 4. Forming a square with springs



opruge se vide na slici 5b. Predstavljene su ispreki-
danim sivim linijama.

4. Odre|uje se najmanji ugao koji svaka potenci-
jalna opruga obrazuje sa ostalim postoje}im opru-
gama. Kreira se opruga ~iji je najmanji ugao ve}i od
najmanjih uglova ostalih potencijalnih opruga. Iz
toga sledi da se prvo kreiraju one opruge koje obra-
zuju najve}e uglove izme|u opruga. Bitno je da se
takve opruge prvo dodaju po{to one uglavnom spa-
jaju ~estice koje se nalaze u sredi{njim delovima tela
i one najvi{e doprinose stabilnosti. Na slici 5c, veza
{p8, p5} obrazuje ~etiri ugla sa ostalim vezama (op-
rugama). Od ta ~etiri ugla, ugao �4 je minimalni
ugao te potencijalne veze. A taj minimalni ugao je
ve}i od svih ostalih minimalnih uglova koji pripadaju
drugim potencijalnim vezama. Stoga }e ta opruga biti
dodata prva.

5. Po{to je nova veza dodata, ponovo se odre|uju
potencijalne veze, sa istim kriterijumom da ne smeju
da presecaju postoje}e (slika 5d).

6. Od nove „liste” potencijalnih opruga odre|uje
se po istom kriterijumu iz koraka 4, slede}a opruga
koja }e biti dodata. To je u primeru sa slike 5e veza
{p2, p8} sa najve}im najmanjim uglom �.

7. Postupak se nastavlja sve dok ima potenci-
jalnih veza, ili ukoliko preostale potencijalne veze
imaju minimalne uglove koji su manji od minimal-
nog dozvoljenog ugla izme|u dve opruge. Slika 5f,
algoritam je izvr{en i kreirana je mre`a opruga koja
}e odr`avati oblik tela. Unutra{nje i spolja{nje opruge
su predstavljene isprekidanim sivim du`ima, a opruge
omota~a punim crnim du`ima. Jedina potencijalna
veza koja nije dodata je spolja{nja veza {p1, p3},
zbog veoma malog minimalnog ugla. Treba imati u
vidu da bi pri dodavanju novih opruga spolja{nje
opruge trebalo da budu slabije (manji koeficijent ela-
sti~nosti) po{to one deluju samo kao suplement
unutra{njim oprugama i oprugama omota~a.

Odr`avanje obima

Telo prilikom deformacije menja du`inu svog
omota~a (obima), jer neke opruge (stranice) usled
delovanja raznih sila menjaju svoju du`inu. Ukoliko
je potrebno da omota~ tela bude konstantne du`ine
opruge moraju da odr`avaju konstantnu du`inu. Da bi
se odr`ala konstantna du`ina opruge, prilikom skra}i-
vanja opruga mora da se savije a izdu`ivanje opruge
mora da se onemogu}i.

Savijanje opruge

Da bi du`ina opruge uvek bila ista ona mora da
se na neki na~in savije. Savijena opruga bi u prirodi
slo`enije delovala na ~estice nego prave opruge. U
ovom radu je savijanje opruge stvar kozmetike, obje-
kat treba da izgleda kao da se savija pod pritiskom.
Po{to tela dobro funkcioni{u sa trenutnim modelom
opruge (Hukov zakon + prigu{iva~) on ne}e biti
menjan, po{to cilj projekta nije fizi~ka korektnost.
Vizuelno zadovoljavaju}e savijanje opruge mo`e se
najjednostavnije predstaviti pomo}u parabole.

ZBORNIK RADOVA 2012 RA^UNARSTVO • 157

Slika 5. Formiranje slo`enih tela pomo}u mre`e opruga

Figure 5. Forming complex bodies using a spring mesh

Slika 6. Parabola koja predstavlja savijanje opruge

Figure 6. Parabola representing a bent spring
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Na slici 6 prikazan je najprostiji slu~aj, gde je
opruga horizontalna i nalazi se na x osi. Centrirana je
na y osi. Tada je jedna~ina parabole:

y x a b x( ) ( )� �2 2

gde je b polovina trenutne du`ine opruge, a je
negativni koeficijent kojim odre|ujemo visinu pa-
rabole; b je odre|eno trenutnom du`inom opruge; a

mora da se odredi tako da du`ina luka parabole bude
jednaka opu{tenoj du`ini opruge. To zna~i da pri
svakoj promeni du`ine opruge (ukoliko je i dalje
kra}a od opu{tene du`ine) mora da se izra~una a,
tako da du`ina luka parabole bude jednaka opu{tenoj
du`ini. Za to je potrebna jedna~ina du`ine luka
parabole. Pomo}u integrala je mogu}e izra~unati
du`inu luka L bilo koje funkcije f ukoliko je ona
neprekidna u intervalu [x1, x2] u kojem `elimo da
izra~unamo du`inu luka:

L f x x
x

x

� � �� 1 2

1

2

( ) d

U slu~aju parabole interval iznad x ose, to jest
iznad opruge je [–b, b]. Po{to je parabola simetri~na,
dupla du`ina nad intervalom [0, b], L je opu{tena
du`ina opruge d. f(x) je y x a b x( ) ( )� �2 2 . Tako da
kada uvrstimo � � �y x ax( ) 2 i kvadriramo:

d a x x
b

� � ��2 1 4 2 2

0
d

� �� � � �1
2

2 1 2 22 1

a
ab ab ab( ) sinh ( )

(2)

Problem sa formulom za du`inu luka parabole je
{to ne mo`emo algebarski da izrazimo a, po{to se a

nalazi unutar i izvan transcedentalne funkcije sinh–1

(inverzni hiperboli~ki sinus). Stoga du`ina luka mora
da se aproksimira. Funkcija mo`e da se aproksimira
pomo}u Tejlorovog polinoma (web6) odre|enog ste-
pena. Time je izgubljena sporna transcedentalna fun-
kcija i mogu}e je izraziti a u zavisnosti od opu{tene
du`ine i trenutne du`ine opruge. Problem sa Tejlo-
rovim polinomima je {to se oni pona{aju kao origi-
nalna funkcija samo u odre|enom intervalu. Veli~ina
tog intervala zavisi od stepena Tejlorovog polinoma.
[to je stepen polinoma ve}i to je izvedeni izraz za a

komplikovaniji. Posle odre|enog stepena (zavisno od
veli~ina b i d) izraz za a postaje dovoljno slo`en da
standardni tipovi u C++-u nisu dovoljno veliki za
njegovo ra~unanje, zbog velikih stepena (ekspo-
nenata). Taj problem mo`e da se re{i kori{}enjem
biblioteka koje podr`avaju velike brojeve. Aproksi-
macija izraza za a zavisi od koli~ine savijanja

opruge, {to se vi{e opruga savija potrebna je bolja
aproksimacija (vi{i stepen Tejlorovog polinoma); a

mo`e da se izra~una i bez aproksimacije, tako {to
}emo odrediti maksimalnu mogu}u vrednost za a i
onda tu vrednost uvrstiti u funkciju (2) i pomo}u
bisekcije korigovati, sve dok rezultat funkcije ne
bude dovoljno blizu d. Da bismo ra~unali d pomo}u
funkcije (2), moramo da koristimo biblioteku za
inverzni hiperboli~ki sinus, po{to u C++ standardnoj
biblioteci nije podr`an.

Onemogu}avanje izdu`ivanja opruge

Onemogu}avanje izdu`ivanja je realizovano uvo-
|enjem posebnih koeficijenata elasti~nosti i prigu{i-
vanja samo za slu~aj kada je opruga du`a od svoje
opu{tene du`ine. Ti koeficijenti su definisani kao da
je u pitanju ~vrsta opruga. Ukoliko bi se opruga iz-
du`ila, posle malog broja iteracija bi se vratila na
opu{tenu du`inu, usled velikih sila koje bi odmah de-
lovale na oprugu zbog pove}anih koeficijenata.

Odr`avanje povr{ine

Telo prilikom deformacije menja svoju povr{inu,
neke opruge (stranice) usled delovanja raznih sila
menjaju svoju du`inu, a time se menja povr{ina celo-
kupnog tela. Ukoliko je potrebno da povr{ina tela
bude konstantna, promena povr{ine mora nekako da
se nadoknadi. Povr{ina mo`e da se nadoknadi savi-
janjem opruga kao kod odr`avanja obima, ali u ovom
slu~aju cilj nije konstantna du`ina luka parabole, to
jest du`ine opruge, ve} se savijanjem opruga uti~e na
trenutnu povr{inu tela. Savijanjem opruge se na
trenutnu povr{inu tela kojem ona pripada ili dodaje
ili oduzima povr{ina ispod luka parabole u zavisnosti
od smera savijanja. Ukoliko se opruga savije ka unu-
tra{njosti tela, povr{ina }e se smanjiti, a u suprotnom
ukoliko se savije ka spolja{njosti }e se pove}ati.

Da bi mogla da se odredi promena povr{ine tela
mora se znati po~etna povr{ina P0, to jest povr{ina
tela u originalnom, opu{tenom stanju. Po{to su po-
znate koordinate ta~aka (~estica) koje defini{u telo,
mo`e se vrlo lako izra~unati povr{ina za bilo kakav
oblik tog tela, bilo ono konveksno ili ne (web7).

Da bi se ustanovila promena povr{ine tela usled
mogu}e deformacije potrebno je u svakoj iteraciji
ra~unati trenutnu povr{inu tela P. Promena povr{ine
�P P P� �0 predstavlja vi{ak ili manjak povr{ine
koji se krivljenjem opruga mora neutralisati.



Savijanje opruge je kao kod odr`avanja kons-
tantnog obima predstavljeno istim oblikom parabole.
Svaka opruga koja je deformisana }e biti savijena.
Povr{ina dobijena savijanjem opruge je povr{ina is-
pod grafika parabole (slika 7, povr{ina je {rafirana).

Opruga ~ija trenutna du`ina je manja od opu{tene
du`ine }e uvek biti savijena ka spolja, to jest njeno
savijanje }e uvek pove}ati povr{inu tela. A opruga
koja je izdu`ena }e se savijati ka unutra{njosti i njeno
savijanje }e smanjiti trenutnu povr{inu tela.

Jedna~ina povr{ine ispod bilo koje funkcije koja
je neprekidna na datom intervalu proizilazi iz Njutn-
-Lajbnicove formule. Jednostavnim ra~unom mogu}e
je izraziti a preko poludu`ine b iz jedna~ine za povr-
{inu.

Ako je razlika trenutne i opu{tene du`ine opruge
apsolutna vrednost x, sve x vrednosti deformisanih
opruga koje su izdu`ene treba sabrati u jednu prome-
nljivu, Si, a sve vrednosti x kompresovanih opruga
sabrati u promenljivu Sk. Da bismo savili svaku op-
rugu potrebno je izra~unati a njene parabole, a za to
nam je potrebna povr{ina po{to du`inu imamo (tre-
nutna du`ina 2b). Da bi povr{ina tela bila konstantna,
zbir svih povr{ina dobijenih savijanjem svih opruga
mora biti jednaka �P. Postupak savijanja opruga pri
zahtevu da se povr{ina odr`ava ima dva slu~aja: kada
telo ima ve}u povr{inu nego {to treba da ima i kada
ima manju povr{inu. Ovde }e biti opisan postupak u
slu~aju kada je trenutna povr{ina tela ve}a nego {to
treba da bude, po{to je drugi slu~aj veoma sli~an.

Postupak

Ukoliko je �P negativno, zna~i da se povr{ina
pove}ala i ve}i broj opruga je izdu`en nego {to je
kompresovano, odnosno Si > Sk. Prema tome ve}i

broj opruga mora da se savije ka unutra{njosti nego
ka spolja{njosti, ali mo`e da se desi da postoji i
odre|en broj kompresovanih opruga (manji broj) koje
moraju ka spolja{njosti da se saviju. Iz toga sledi da
izdu`ene opruge od tela u stvari moraju oduzeti malo
ve}u povr{inu nego �P, a da kompresovane opruge
tu razliku moraju nadoknaditi to jest pokratiti. Ta
razlika je proporcionalna odnosu Sk/Si pomno`enom
sa �P. Povr{ina koja odre|uje savijanje izdu`ene
opruge je jednaka:

x

S
P

S

S
P

k

k

i


 � 


�
�
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gde se x odnosi na jednu oprugu, Sk/x je deo ukupne
povr{ine (� �P S S P

k i
� 
( ) ) koji „pripada” jednoj

opruzi. Izraz za pojedina~nu povr{inu ispod parabole
kompresovanih opruga je:
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Na slici 8 se vidi primer odr`avanja povr{ine,
telo je u slobodnom padu pod a, a pri udarcu o pod-
logu donje ~estice su odbijene u suprotnom smeru i
opruge sa strane su kompresovane ~ime je izgubljena
povr{ina ({rafirana povr{ina sa minusom). Povr{ina
je nadokna|ena savijanjem kompresovanih opruga ka
spolja ({rafirane povr{ine sa plusom).

Zaklju~ak

Pomo}u ~estica i opruga je implementiran sistem
koji vizuelno zadovoljavaju}e prikazuje interakciju
mekih, kao i ~vrstih tela sa okolinom. Sistem je ve-
oma efikasan po{to koristi veoma jednostavnu fiziku
koja se zasniva na Hukovom zakonu i ne zahteva
mnogo procesorskog vremena. Postignuto je uspe{no
pona{anje tela pomo}u jednostavnog prirodnog prin-
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Slika 7. Povr{ina dobijena savijanjem opruge

Figure 7. Surface gained by bending a spring

Slika 8. Primer odr`avanja povr{ine

Figure 8. Example of surface retention



160 • PETNI^KE SVESKE 70 DEO I

cipa ~estica i njihovih interakcija. U samom sistemu
ne postoje odvojena tela koja vr{e svoje prora~une,
ra~unaju sudare u odnosu na okolinu, ugaone brzine,
momente i sl. ve} je sve svedeno na najjednostavnije
gradivne elemente, ~estice koje interaguju me|u-
sobno. Osmi{ljen je algoritam za konstrukciju slo`e-
nih tela pomo}u ~estica i opruga, koji jeste ra~unski
zahtevan, ali je potrebno izvr{iti ga samo jednom u
toku „`ivota” jednog tela. Predstavljen je na~in odr-
`avanja obima i povr{ine tela pri deformaciji koji
koristi zahtevnije prora~une, ali je njegova funkcija
samo suplementarna i nije deo fizi~kog sistema, ve}
samo doprinosi kozmetici. Ovaj projekat se bavio
samo interakcijom izme|u stati~nih i dinami~kih tela.
Da bi ovaj sistem bio kompletan, potrebno je odraditi
interakciju izme|u dva dinami~ka tela. Treba napo-
menuti da bi ovaj sistem bio nestabilan u okru`e-
njima sa niskim FPS-om (broj frejmova-iteracija u
sekundi). Po zavr{etku rada na projektu, ovaj sistem
je prekucan u actionscript-u 3 da bi mogao da se
koristi u Flash igricama. Tada je prime}eno da je u
ovkiru Flash programa koji je ograni~en na 30 fps
nemogu}e simulirati ~vrste opruge. Problem je u
Ojlerovoj integraciji koja usled nepreciznosti dodaje
energiju u sistem. Re{enje za to je implementacija
preciznijeg integratora. Preciznost integratora dolazi
sa cenom, bolja integracija se posti`e evaluacijom
fizi~kog sistema vi{e puta u ovkiru jednog intervala
�T, i nala`enjem „proseka” izme|u dobijenih vred-
nosti za svaku ~esticu. Na primer, za RK4, Runge-
-Kutta integrator ~etvrtog stepena (web9), fizi~ki
sistem evaluira 4 puta u iteraciji {to je 4 puta sporije
u odnosu na Ojlerov. U ovkiru Flash okru`enja je
kao re{enje problema implementiran RK4 i RK2 (dva
puta evaluira sistem, kompromis izme|u Ojlerovog i
RK4) integrator, gde se RK4 koristi jedino ako je

potrebno simulirati veoma ~vrste opruge (sa preciz-
no{}u iteratora raste ~vrsto}a opruga koje je mogu}e
simulirati).

Na slici 9 vide se slike prozora simulacije u
momentu kada je definisano telo u obliku plusa (levi
prozor), a posle odre|enog broja iteracija telo je
usled gravitacije udarilo u podlogu i deformisalo se
(desni prozor).
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Vladimir Makari}

Implementation of Soft Body Physics

In this paper a real time soft body behavior
model is described. Each body is represented by a set
of point masses which are interacting with each other
in order to retain the original shape of the body. A
visually satisfying behavior of soft bodies was
achieved, which can be best observed when the body
is interacting with a solid surface. Several algorithms
have been implemented which retain the original sur-
face or circumference of soft bodies at all times, even
during deformation. The results of this paper show
that by modifying the elasticity parameters it is possi-
ble to simulate rigid bodies without delving into rigid
body dynamics calculations.

Slika 9. Primer simulacije

Figure 9. Simulation example


