Daniel Siladi

Simulacija te¢nosti u dve
dimenzije

simulacije fluida (te¢nosti) pomocu metode Smo-
othed Particle Hydrodynamics (SPH). lako se opisan
algoritam odnosi na dve dimenzije, on se lako moZe
generalizovati na tri (pa cak i proizvoljan broj) di-
menzija. Dobijeni program simulira medusobnu in-
terakciju do oko 10 000 Cestica, kao i njihove sudare
sa staticnim zidovima pri brzini od 60 koraka u
sekundi (60 fps) na Intelovom Cetvorojezgarnom
Core i7 procesoru.

Uvod

Simulacije fluida se javljaju na raznim mestima, i
to, sa jedne strane u vidu vremenske prognoze, aero-
dinamicki oblikovanih automobila, aviona i raketa, a
sa druge strane kao specijalni efekti u filmovima i
kompjuterskim igrama.

Prve korake u ovoj oblasti su napravili Claude-
-Louis Navier i George Gabriel Stokes 1822, posta-
vivsi Navier-Stoksove jednacine. One Cine osnovu
mnogih modela atmosfere, okeana, vodovoda, krvo-
toka, a koriste se i u ispitivanju aerodinamic¢nosti avi-
ona i automobila. Ipak, ove jednacine imaju jedan
veliki nedostatak: ne zna se da li imaju reSenje za
proizvoljno stanje fluida u 3 dimenzije. Stavise, to
pitanje predstavlja jedan od sedam milenijumskih
problema Clayovog instituta za matematiku. Zbog
toga se i danas radi na pronalaZenju Sto brZzih (za
izraunavanje), ili $to preciznijih aproksimacija ovih
jednacina, koje nam garantuju da ¢e reSenje postojati.
Prve kompjuterske simulacije su bile delo stru¢njaka
iz NASA-e, ustanove koja je u tom trenutku jedina
imala kompjutere dovoljno jake da simuliraju vazduh
u realnom vremenu, pa makar to bilo u dve dimen-
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zije. Bitan pomak u reSavanju Navier-Stokesovih je-
dnacina u 3D nacinili su u Foster i Metaxas (1996),
oslanjajuci se na rad Harlow i Welch (1965).

Osnovu ovog rada ¢ini metod Smoothed Particle
Hydrodynamics (SPH), kojeg su nezavisno otkrili Gi-
ngold i Monaghan i Lucy (Gingold i Monaghan
1977; Lucy 1977). U oba rada SPH je iskoriscen za
modeliranje zvezda, i zbog toga nije pravljen da radi
u realnom vremenu. Tek su Miiller i saradnici (2003)
dali pojednostavljeni algoritam, pogodan za izvrsa-
vanje u realnom vremenu.

Cilj ovog rada je simuliranje teCnosti u dve di-
menzije, pomocu metode Smoothed Particle Hydro-
dynamics, pri ¢emu je teren za simulaciju zadat od
strane korisnika.

Teorijske osnove

Osnovni pojmovi iz dinamike fluida

U ovom delu je dat kratak pregled matematickih i
fizickih pojmova koji se pojavljuju u Navier-Stokes-
ovim jednaCinama i jedna¢inama SPH.

Gustina, p, predstavlja masu jedini¢ne zapremine
neke supstance, odnosno p = m/V.

Pritisak, p, je skalarna veli¢ina koja je brojno je-
dnaka sili koja deluje normalno na jedini¢nu povr-
$inu, odnosno p = F/S.

Viskoznost je mera unutra$njeg trenja izmedu slo-
jeva fluida. KarakteriSe ga koeficijent viskoznosti, 1.

PovrSinski napon je teznja te€nosti da zauzme §to
manju slobodnu povrsinu. KarakteriSe ga koeficijent
povrsinskog napona, G.

Gradijent neke skalarne funkcije je vektorsko
polje gde vektor u svakoj tacki pokazuje u smeru naj-
vedeg porasta, i ima intenzitet jednak tom porastu.
Matematicki, za funkciju fix, y, 2):

Vf = I i+ a i+ L4 k
Ox Oy 0z 1)

Daniel Siladi (1995), Novi Sad, Fruskogorska 15,
ucenik 2. razreda Gimnazije ,,Jovan Jovanovi¢
Zmaj” u Novom Sadu
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pri ¢emu su i, j i k jedini¢ni vektori u tri dimenzije.
Divergencija vektorskog polja:
vix,y,2) = v i+ v),j + vk

je skalarna funkcija:
ov,  Ov,  Ov

67xx+67y+67z )

divv=V -v =

Laplaceov operator funkcije f je divergencija
gradijenta te funkcije:

&f , &f , O

V2f =V .Vf = +
f ! ox*  oy* o7 3)

Za neku tacku ¢, ona predstavlja meru koliko se
vrednost f u tackama na sferi sa centrom u # menja u
odnosu na f(r), ako poluprecnik sfere raste.

Navier-Stokesova jednacina

U opStem slucaju, Navier-Stokesova jednacina
izgleda ovako:

p~(6‘,+v-ij=—Vp+V-T+F
ot 4)

Ona u stvari predstavlja drugi Newtonov zakon
za kretanje fluida. Takode, za potrebe ovog rada je
dovoljna pojednostavljena verzija jednacine, koja se
odnosi na Newtonovske fluide, nestisljivog toka (tako
dobijamo konkretan izraz za tenzor tangencijalnog
napona, T). Njeno izvodenje sledi.

Krenimo od drugog Newtonovog zakona:

F = ma 5)

Zamenimo ubrzanje sa materijalnim izvodom brzine
po vremenu (a = Dv/Dy), a masu sa gustinom (pos-
matramo jedini¢nu zapreminu):

F =pE =p-(6V+v-ij

Dt ot (6)

Sa druge strane, sile koje deluju na fluid mozemo

da podelimo na unutras$nje (viskozitet, povr§inski na-

pon) i spoljasnje (gravitacija). Za pocetak, neka je

gravitaciona sila (opet, ovo nije sila u strogom smislu
te reci, ve¢ sila po jedinici zapremine):

Dv %
+F =p—=p:|=—+Vv'V
pg unutr. p Dl p ( 6[ v Vj (7)
$to se tice unutrasnjih sila, radi pojednostavljivanja

jednacina (pa samim tim i njihovog reSavanja), u
daljem tekstu ¢e se koristiti dve pretpostavke:
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1. fluid je Newtonovski

2. fluid ima nestisljiv tok.

Cinjenica da je fluid Newtonovski nam govori da
je viskoznost konstantna, odnosno ne zavisi od tan-
gencijalnog napona u fluidu, a iz definicije nesti-
$ljivog toka znamo da je divergencija polja brzina
jednaka nuli V - v = 0). Zato, unutrasnje sile moZemo
podeliti na one izazvane razlikom u pritiscima (nor-
malni napon), i na viskozne sile izazvane razlikom u
brzinama (tangencijalni napon) (Auer 2009). U ovom
slucaju, sile izazvane razlikom pritisaka moZemo mo-
delirati negativnim gradijentom pritiska (=Vp), a
viskozne sile sa1 -V - Vv =1- V?v, i tako dobijamo
kona¢nu Navier-Stokesovu jednacinu za Newton-
ovske fluide nestisljivog toka:

p-[zv+v~Vv):—Vp+‘r]V2v+F
' ®)

gde izraz u zagradi predstavlja ukupno ubrzanje, pri

demu je o ubrzanje deliéa fluida, a v-Vv konvek-

ot
tivno ubrzanje; Vp je gradijent pritiska, NV °v visko-
znost a sa F su oznaCene spoljaSnje sile.

Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH)

Osnovu SPH-a ¢ini konacan broj Cestica jednakih
masa, od kojih svaka predstavlja jedan deo (V;) za-
premine datog fluida. Glavna prepreka u svim La-
grangeovskim algoritmima za simuliranje fluida lezi
u Cinjenici da je za fizicki potpuno vernu simulaciju
potrebno simulirati prakti¢no neogranic¢en broj Ces-
tica. SPH taj problem prevazilazi tako Sto vrednost
neke fizicke veli¢ine A u nekoj tacki r interpolira iz
diskretnog skupa taCaka (na pozicijama r,) za koje
smo ve¢ izracunali vrednost A;.

Ainterpolirano(r) = Z AVW(r —r, h) =

=3 A, W — b
T P )
Jasno je da svaka Cestica uestvuje u Ajnterpolirano

srazmerno svojoj zapremini V, =m,/p, i vrednosti

funkcije W na udaljenosti r —r, od date tacke r (h je
konstanta o kojoj ¢e uskoro biti reci).

Funkcija W(r, h) je tzv. kernel za poravnavanje
(smoothing kernel), sa & kao radijusom poravnavanja
i sluzi da ,,rasporedi” uticaj A; u okolini (odnosno na
udaljenosti d, = |r — r,|) Cestice u tacki r,. Znacaj
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parametra s je samo u tome Sto funkcija W za vre-
dnosti d, veée od h ima vrednost 0, odredujuci pre-
ciznost simulacije tako Sto na Cesticu u r deluju samo
Cestice koje su joj dovoljno blizu, tj. imaju dovoljno
velik uticaj na nju. Takode, radi efikasnosti i jedno-
stavnosti simulacije, kernel se obi¢no bira da je sime-
trican (W(r,h) = W(—r, h)) i normalizovan (J W(r)dr =

= 1). Na primer, gustina neke Cestice se pomocu go-
renavedene formule mozZe izraziti na sledeéi nacin:

p, = Z m, &W(r_/. -r,h) = Z mW(r; —r,,h)

T P 7 (10)

Da bismo mogli da izrazimo ostale ¢lanove Na-

vier-Stokesove jednacine, potrebni su nam oblici iz-

raza za SPH interpolaciju za VA i V?A. Na srecu, oni

se ne razlikuju mnogo od SPH izraza za interpolaciju
same veli¢ine A:

nm.
vAimerpolirano(l') = ZA,- : W(l‘/. —r,h)
- P (11)
i analogno za V’A:
nm.
vzAimerpolirano(l') = ZA,- ‘ W(I‘j —r,h)
TP (12)

Sada imamo sve potrebne ,,alate” da izvedemo
SPH jednacine za ostale ¢lanove Navier-Stokesove
jednacine.

Pritisak

Koriste¢i SPH interpolaciju, izraz za ,.sile pri-
tiska” F_~izgleda ovako:
i

F, =-Vp @)= Zl’j ﬂVW("I' —r.h)
7P (13)

Na zalost, ovakav izraz za silu pritiska nije sime-
trican, tj. sila kojom Cestica i deluje na Cesticu j je
razli¢ita od sile kojom cestica j deluje na Cesticu i.
Zato je predloZena jednostavna metoda (Desbrun i
Gascuel 1996) kako da se prethodna jednacina sime-
trizuje: gustina p; se zameni sa aritmetickom sre-
dinom gustina p, i p;:

F, = m, %VW(F[ —r,.h)
j i (14)

Ostaje pitanje kako izracunati pritiske kod Cestica
iij,a odgovor na njega, inspirisan osnovnom jedna-
¢inom gasnog stanja za idealni gas pri konstantnoj
temperaturi, nalazi se u radu Miiller er al. (2003):
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p=kp—p,) 1s)

P, je konstanta nazvana ,,gustina ostatka” (rest den-
sity), i nece uticati na rezultujuce sile (koje se zasni-
vaju na razlici pritisaka), ali ée zato (pozitivno)

uticati na numericku stabilnost simulacije (Miiller et
al. 2003).

Viskozne sile

Analogno izrazu za sile pritiska, za viskozne sile
F,, dobijamo:

F, =NV (5) =1 D v, ~LVW(x, —r,,h)
7P (16)

Ni ova jednacina ne daje simetri¢ne sile izmedu
Cestica i i j, pa je balansiramo zamenjivanjem v, sa
v, =V, odnosno v, -V

V.-V,
F,=n- ij LV Wr, —r.h)

j P, a7)
Ova smena je sa fizicke taCke glediSta sasvim

opravdana, jer viskozne sile zavise od relativnih brzi-
na slojeva tecnosti, a ne njihove apsolutne vrednosti.

PovrS§inski napon

Radi vernije simulacije te¢nosti, potrebno je
uvesti i silu povrsinskog napona, koja je odgovorna
za razne pojave ukljucujudi ,,barice” koje nastaju pri
prosipanju te¢nosti na neku podlogu, kapilarne
efekte, itd. Prirodno, da bismo izracunali povrSinski
napon, potrebno je prvo odrediti koje Cestice su naj-
blize povrsini. To se postize metodom ,,polja boja”
(colour field), koja u tackama gde se nalaze Cestice
ima vrednost 1, a u ostalim 0. Naravno, ovakvo polje
je nepogodno za rad, pa se zato Koristi njegova po-
ravnata varijanta, slicna ostalim SPH formulama:

() =2 1 Wer —r,, )

T P (18)

Sada se vidi da ¢e ovakvo polje imati velik gra-

dijent blizu povrSine (mnogo prelaza iz 1 u 0), i mali

u unutra$njosti te€nosti (uglavnom vrednosti blizu 1).

Posto u povrsinskom naponu ucestvuje i zakrivljenost

slobodne povrSine tec¢nosti, potrebno je izraziti i taj
ugao zakrivljenosti:

= —Vzcs
[Veg |

19)

Kombinujuéi ove jednaline, dobijamo:
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2
-V,

=okVeg = Ve |
N

Fpov. napon

(20)

Dodatne napomene

Kao $§to je ve¢ nagovesteno, posto se u SPH pos-
matraju nestiSljive Cestice, moZemo zanemariti advek-
ciju, odnosno V - v =0, Navier-Stokesova jednacina
za ovakve Cestice je:

ov _

Y VpinViv4F
P pEMVIVE @1

Interakcija sa Cvrstim telima

Interakcija sa ¢vrstim telima (u daljem tekstu:
zidovima) je reSena na dva nacina: SPH i sudar ¢vr-
stih tela.

I1: SPH nacin

Iako ova metoda nije opisana nigde u literaturi,
do nje se prirodno dolazi primenom SPH logike:
zidovi se posmatraju kao da su i sami napravljeni od
statiCnih Cestica velike gustine. Naravno, ovakav na-
¢in predstavljanja nije zgodan ni za ljudsku, ni za
kompjutersku upotrebu. Zato, ljudi (korisnici) unose
linije kao parove taCaka, a program implicitno pravi
nove Cestice u blizini podnoZja normale iz Cestice na
zid. Zatim se te Cestice zida normalno koriste u SPH

Pseudokod

while simulacija-radi
for i = 1 to broj-Cestica
for j = 1 to broj-Cestica

jednacinama za racunanje gustina i sila koje deluju
na Cestice te¢nosti. Prirodno, nisu nam bitne sile koje
deluju na Cestice zida, jer je pretpostavka da je zid
statican.

12: Sudar c¢vrstih tela

Sa druge strane, ako i posle primene prethodnog
algoritma postoji opasnost da Cestica prode kroz zid,
ovaj primitivni algoritam ce je odbiti kao gumenu
lopticu, reflektovanjem vektora njene brzine u odno-
su na zid. Ovo je poslednji deo svakog koraka
simulacije i izvrSava se sve dok tokom simuliranog
vremena (df) Cestica ima u blizini zid kroz koji bi
prosla, a da nije prethodno bila odbijena od njega.

Tehnicki detalji

Naivna implementacija goreopisanog algoritma je
naravno daleko od optimalne. Zato je koris¢eno ne-
koliko ,,trikova” za optimizaciju. Jasno je da u nave-
denom algoritmu najviSe vremena odlazi na operacije
koje se odnose na svaki par Cestica (O(n?) vremena).
Primeceno je da od mogucih n? parova &estica veliki
broj njih uopSte ne utiCe jedna na drugu, jer su one
na dovoljno velikoj udaljenosti da bi vrednost funk-
cije za poravnavanje bila 0. Da bi se ustedelo na vre-
menu, Cestice su podeljene u celije, te se onda samo
proverava interakcija Cestica u istim i susednim de-
lijama. Potom, kada se na pocetku jednog koraka
odrede, Cestice koje ¢e medusobno interagovati se sa-

// Prema jednacini (10) izraCunati gustine koje Cestica[i] i Cestica[j] dodaju jedna drugoj

for j = 1 to broj-zidova

// Prema I1 izratunati dodatnu gustinu za Cesticu koju zid[j] dodaje Cesticili]

for i = 1 to broj-Cestica
for j = 1 to broj-Cestica

/I Prema jednacinama (14), (17), (18), (11), (12) izracunati dodatne sile-pritiska, viskozne-sile,
gradijent-polja-boja, Laplaceov-operator-polja-boja koje Cestica[i] i Cestica[j] dodaju jedna drugoj

for j = 1 to broj-zidova

// Prema 11 izraCunati dodatne sile pritiska i viskoziteta koje zid[j] dodaje Cestici[i]

for i = 1 to broj-Cestica

// Prema (20) izraunati silu-povrSinskog-napona za Cesticu[i]
// Prema (5) izraCunati ukupnu-silu, ubrzanje, novu-brzinu i pomeraj

// Prema I2 odbiti Cesticu[i] od prepreka
Iscrtati Cestice na ekran
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¢uvaju u jednu listu koja se onda koristi do kraja tog
koraka.

Program je pisan u programskom jeziku C++. Za
grafiku je kori$éena biblioteka SDL, koja se oslanja
na OpenGL graficki sistem. Teren za simulaciju, kao
i ostali parametri za simulaciju, su sacuvani u JSON
formatu, za Cije je ulitavanje koriS¢ena biblioteka
Boost.

Rezultati

Napravljeni program simulira do oko 10 hiljada
Cestica proizvoljne te¢nosti (ili gasa), zadate para-
metrima. Simulacija radi na 60 fps na Intelovom ce-
tvorojezgarnom Core i7 procesoru. Cestice vizuelno
zadovoljavajuée reaguju medusobno, kao i sa zido-
vima, sve dok simuluacija ne postane nestabilna.
Tada cestice pocinju da se krecu haoti¢no, i zakon
odrzanja energije prividno prestaje da vazi.

Uzrok nestabilnosti jo§ nije odreden, ali vero-
vatno leZi u loSem izboru parametara simulacije.
Eksperimenti pokazuju da je za to najzasluzniji pa-
rametar ,,gasna konstanta”, iz jednacine (15). Ukoliko
je on previSe mali, Cestice se uopste nece odbijati, a
ukoliko je prevelik, simulacija postaje nestabilna. U
ovom konkretnom slucaju, vrednost £k = 250 se
pokazala skoro optimalnom.

Zakljucak

Iako simulacija daje vizuelno prihvatljivi izlaz,
zbog nepredvidivosti trenutka gubitka stabilnosti, jo§
uvek nije pogodna za neku prakti¢nu upotrebu. Dalji
pravac razvoja bi verovatno iSao u smeru povecanja
stabilnosti simulacije, kao i implementacija nekog na-
prednijeg algoritma za renderovanje fluida.
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Danijel Siladi

Simulation of Liquids in Two
Dimensions

This paper describes the physical and algorith-
mical aspect of fluid (liquid) simulation, using the
method of Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH).
Although the algorithm applies to two dimensions, it
can easily be generalized to an arbitrary number of
dimensions. The created program successfully simu-
lates 10 000 particles, and their collision with static
walls at 60 frames per second, using an Intel quad-
-core i7 processor. v
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