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Ispitivanje haosa u kretanju
Malkus-Lorencovog to~ka

U ovom radu ispitivano je prisustvo haosa u kre-

tanju Malkus-Lorencovog to~ka. Malkus-Lorencov

to~ak je primer mehani~kog sistema ~ije se kretanje

mo`e opisati jedna~inama Edvarda Lorenca. Istra-

`ivanju je najpre pristupljeno putem kompjuterske

simulacije, a zatim je kori{}ena aparatura sli~na

onoj koju je Malkus predlo`io kako bi se eksperi-

mentalno potvrdile pretpostvke. Pomo}u konstru-

isane aparature su izvr{ena merenja ugaonih brzina

za nekoliko uzoraka parametara dobijenih putem

simualacije, nakon ~ega je pomo}u indikatora haosa

ispitano prisustvo haosa u kretanju to~ka. Kao kva-

litativni indikatori haosa kori{}eni su spektar snage,

autokorelaciona funkcija i fazni dijagram. Dobijeni

rezultati pokazuju postojanje haosa u kretanju to~ka

pri odre|enom odabiru parametara sistema.

Uvod

Teorija haosa prou~ava nelinearne dinami~ke
sisteme. Osnovna osobina ovakvih sistema jeste ve-
lika osetljivost na po~etne uslove. Posledica Hajzen-
bergovog principa neodre|enosti jeste da po~etne
uslove nelinearnih dinami~kih sistema mo`emo od-
rediti do na kona~nu ta~nost, te ovakvi sistemi pri
odre|enim uslovima ispoljavaju osobine determi-
nisti~kog haosa. Haos podrazumeva da nije mogu}e
predvideti pona{anje sistema i posledica je neline-
arnosti, tj. ~injenice da u ovakvim sistemima mala
odstupanja rastu eksponencijalno tokom vremena.
Determinizam poti~e iz potpune odre|enosti zakona
po kojima se sistem menja tokom vremena. Determi-
nisti~ki haos javlja se u kompleksnim sistemima
poput meteorolo{kih i ekonomskih, ali i u sasvim jed-
nostavnim, sa samo jednim stepenom slobode (Beli}
1990; Gleick 2001; Gligorijevi} 2006).

Malkus-Lorencov to~ak predstavlja primer meha-
ni~kog sistema ~ija se dinamika mo`e opisati Loren-
covim jedna~inama (Lorenz 1963, 1993):

� ( )x y x� �	
� ( )y x z y� � �� (1)
�z xy z� ��

pri ~emu je stanje sistema odre|eno ure|enom troj-
kom (x, y, z), a 	, � i � su parametri sistema. Postoji
vi{e ekvivalentnih na~ina da se kretanje Malkus-
-Lorencovog to~ka predstavi Lorencovim sistemom
(Matson 2007), kao i nekoliko dinami~ki ekviva-
lentnih konstrukcija ovog mehani~kog sistema. U
radu je kori{}en sistem sa~injen od diska koji mo`e
da rotira oko vertikalne ili blago isko{ene ose, pri
~emu su po obodu diska postavljene ~a{e iz kojih na
dnu isti~e voda, i pumpa iznad diska koja obez-
be|uje stalan dotok vode u sistem (Malkus 1972).

Cilj rada je ispitivanje haosa u kretanju upro{}e-
nog mehani~kog sistema konstruisanog na osnovu
Malkus-Lorencovog to~ka. Upotrebom kompjuterske
simulacije sistematski su birani parametri za koje
sistem prelazi u haoti~an re`im kretanja, pri ~emu je
za klasifikovanje kori{}en kvantitativni metod Ljapu-
novljevog eksponenta. Ispitano je kretanje sistema za
razli~ite setove parametara, dobijenih posredstvom
simulacije. Primenom kvalitativnih indikatora haosa
okarakterisani su dobijeni rezultati. Sistem ispoljava
osnovne re`ime kretanja: nepromenljivo, periodi~no i
haoti~no.

Metod

Konstrukcija aparature

Prikaz aparature sa osnovnim delovima dat je na
slici 1. Na stabilan sto postavljen je stakleni akva-
rijum koji zadr`ava vodu unutar sistema. Unutar ak-
varijuma se nalazi Malkus-Lorencov to~ak – sistem
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sa~injen od diska koji mo`e da rotira oko vertikalne
ili blago isko{ene ose, pri ~emu su po obodu diska
postavljene ~a{e iz kojih na dnu isti~e voda. U akva-
rijum je uronjena vodena pumpa koja obezbe|uje
stalan dotok vode u ~a{e. Iznad to~ka, u paralelnoj
ravni, nalazi se digitalna kamera pomo}u koje se
odre|uje ugaona brzina kretanja to~ka (slika 1).

Prikaz Malkus-Lorencovog to~ka dat je na slici 2.
Pre~nik to~ka R iznosi 30 cm, masa to~ka M je 2 kg,
pre~nik obru~a r je 36 mm, masa obru~a m0 jednaka
je 8 g, a rastojanje centra obru~a od centra to~ka
iznosi d = R + r = 336 mm. Va`no je napomenuti da
su mase obru~a, kao i mase praznih plasti~nih ~a{a
zanemarljive u odnosu na masu to~ka.

Ovako konstruisana aparatura omogu}ava vari-
ranje nekoliko parametara. Trenje na osovini reguli-
sano je pomo}u zavrtnja na centru diska (slika 2b).
Osovina je prelomljena u ta~ki u kojoj je mogu}e po-
desiti nagib to~ka (slika 2a). Menjanjem promera
otvora na dnu ~a{a mogu}e je kontrolisati isticanje
vode iz ~a{a. Na kraju, pode{avanjem vodene pumpe
kontroli{e se protok.

Merenje ugaone brzine to~ka

Pomo}u kamere postavljene iznad aparature sni-
mano je rotiranje diska. Obradom dobijenih snimaka
dobijena je zavisnost ugaone brzine od vremena.

Postupak obrade snimaka po~inje razlaganjem
snimaka na odvojene kadrove. Zatim se vr{i obrada
pojedina~nih kadrova, koja se sastoji iz odre|ivanja
pozicije uo~ljivog kru`nog markera zalepljenog na
disk. Na osnovu niza ovako dobijenih pozicija odre-
|uje se pomeraj markera izme|u dva kadra, na os-
novu kojeg se direktno dobija trenutna ugaona brzina.
Zbog ograni~ene rezolucije kamere, u slu~aju kada su
kadrovi vremenski bliski pomeraj je mali, pa su rela-
tivne gre{ke, nastale obradom slike, velike. S druge
strane, posmatranjem vremenski udaljenih kadrova
smanjuje se glatkost rezultuju}e krive. Neposrednom
proverom, kao optimalna, odabrana je brzina ! od 6
kadrova u sekundi.

Pre po~etka obrade svakog snimka, najpre se
uzorkuje prvi kadar. Smisao uzorkovanja je da ot-
kloni uticaj promenljivog kontrasta usled spoljnjeg
osvetljenja tokom razli~itih delova dana. Pored toga,
na osnovu uzorkovanja odre|uje se pre~nik markera.
Pomo}u njega se vr{i procena regiona u kome se
marker mo`e na}i u slede}em posmatranom trenutku.
Neposredno je procenjeno da je za kori{}enu apara-
turu dovoljno posmatrati kvadratni region sa centrom
u centru markera i stranicom jednakom 5 pre~nika
markera. Radi efikasnosti, svaki slede}i kadar se
pretra`uje tako {to se region podeli na mre`u jedinice
jednake polupre~niku markera (slika 3). U bar jed-
nom temenu ovako postavljene mre`e mora do}i do
poklapanja sa uzorkovanom bojom.

Slika 1. Shematski prikaz aparature: 1 – kamera,
2 – pumpa, 3 – Malkus-Lorencov to~ak, 4 – ~a{e,
5 – akvarijum sa vodom

Figure 1. Experimental setup: Figure 1. Schematic view
of the apparatus: 1 – camera, 2 – water pump,
3 – Malkus-Lorenz waterwheel, 4 – glasses, 5 – glass
aquarium

Slika 2. Shematski prikaz Malkus-Lorencovog to~ka.

Figure 2. Schematic view of the Malkus-Lorenz
waterwheel



U prvoj ta~ki u kojoj se dogodi poklapanje pri-
menjuje se Flood Fill algoritam, nakon ~ega se dobija
nova pozicija markera. Isti postupak se ponavlja za
svaki slede}i kadar, nakon ~ega se dobija niz pozicija
�

p0,
�

p1, ...,
�

p
n
. Ako je pozicija centra markera

�

c, tada
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Pri tuma~enju rezultata, kori{}ena je tako|e za-
visnost prebrisanog ugla " od vremena, koja se do-
bija integraljenjem ugaone brzine.

Kompjuterska simulacija

U svrhu sistematskog tra`enja parametara za koje
sistem prelazi u haoti~an re`im kretanja, napravljena
je kompjuterska simulacija. Za svaki set parametara
posmatrana su dva Malkus-Lorencova to~ka veoma
bliskih po~etnih uslova. Pomo}u Ljapunovljevog
eksponenta ra~unata je divergencija putanja ova dva
sistema u njihovom faznom prostoru. Na osnovu do-
bijene vrednosti, birani su setovi za koje sistem pre-
lazi u haoti~an re`im kretanja.

Implementiran je model koji pribli`no opisuje
dinamiku kori{}ene aparature. Moment inercije diska
I0, masa vode u i-toj ~a{i m

i
u posmatranom trenutku,

rastojanje d centra proizvoljne ~a{e od ose rotacije
to~ka normalizovani su u skladu sa vrednostima
kori{}enim u aparaturi. Varirani su nagib diska �, ko-
eficijent trenja na osovini #, povr{ina popre~nog pre-
seka kru`ne rupe na dnu ~a{e S i maseni protok vode
iz pumpe q.

Kretanje to~ka opisano je relacijom

M I� �#� � (2)

gde je M moment sprega sila koje deluju na disk u
odnosu na centar, � ugaona brzina to~ka, a I ukupan
moment inercije sistema disk-~a{e sa vodom. Neka
je �

i
ugao kao na slici 4 u posmatranom trenutku.

Tada je moment gravitacije ~a{e u odnosu na centar
diska dat relacijom

M d m
i i i
� sin sin� � (3)

^a{e su smatrane telima zanemarljivih dimenzija
u odnosu na dimenzije diska, te je ra~unat moment
intercije I, na osnovu ~ega relacija (3) postaje:
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Kori{}enjem poznatog Runge-Kutta metoda za
numeri~ko re{avanje diferencijalnih jedna~ina dobija
se pribli`no re{enje � ( )t za parametre (�, ,S q).

Indikatori haosa

Indikatori haosa predstavljaju metode pomo}u
kojih se karakteri{e haos. Dele se na kvantitativne i
kvalitativne. U ovom radu kori{}eni su kvalitativni
indikatori haosa (Özer i Akin 2005; Bowaire 2006).

Fazni dijagrami

Stanje bilo kog dinami~kog sistema mo`e se
predstaviti ure|enom n-torkom (x x x

n1 2, , ,� ), gde su
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Slika 4. Shematski prikaz markera na to~ku u dva
uzastopna trenutka; koordinate i-te ~a{e

Figure 4. Schematic view of disc and camera marker in
two consecutive moments; coordinates of i-th glass

Slika 3. Prikaz kadra i ograni~enog regiona za pretragu
sa mre`om ta~aka u kojima }e se raditi pretraga

Figure 3. The view of a frame with limited searching
region and grid of search points
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x1 … x
n
veli~ine koje u potpunosti opisuju sistem.

Svakom stanju sistema odgovara ta~no jedna ta~ka u
n-dimenzionalnom (hiper)prostoru, i obrnuto.

Skup ta~aka svih mogu}ih stanja jednog sistema
naziva se faznim prostorom tog sistema. Fazni pro-
stor sistema prikazuje evoluciju sistema. Za ispiti-
vanje faznog prostora koriste se fazni dijagrami
sistema. Fazni dijagrami predstavljaju 2- ili 3-dimen-
zione dijagrame potprostora faznog prostora. Na
faznim dijagramima koji opisuju haoti~no kretanje,
putanje se grupi{u, ali se, zbog determinizma, nikad
ne seku. Iz sistema jedna~ina (1) se vidi da je fazni
prostor Lorencovog sistema trodimenzioni. Za indi-
kaciju haosa, u radu su kori{}eni dvodimenzioni fazni
dijagrami. Konstantan i periodi~an re`im kretanja se
direktno mogu ustanoviti upotrebom faznih dija-
grama (Gligorijevi} 2006).

Spektri snage

Spektar snage dobija se od kvadrata modula Furi-
jeovog razvoja. Kori{}en je za kvalitativno razliko-
vanje periodi~nog kretanja sa vi{e frekvencija, tj.
kvaziperiodi~nog kretanja, od haoti~nog kretanja. U
spektru kvaziperiodi~nog kretanja jasno su izra`eni
pikovi koji odgovaraju odre|enim frekvencijama, dok
u spektru haoti~nog kretanja ne postoje dominantni
pikovi – ili uop{te nema pikova ili ima nekoliko pri
~emu nisu jasno odvojeni. Treba imati u vidu razlike
izme|u teorijskih i eksperimentalnih spektara. U

ovim drugim treba razlikovati {um od haosa. U ek-
sperimentu se mogu javiti kvaziperiodi~na kretanja sa
velikim brojem osnovnih frekvencija. Ovakva kre-
tanja u prirodi uglavnom predstavljaju prelazan re`im
izme|u kvaziperiodi~nog i haoti~nog re`ima (haos
nastaje beskona~nim udvostru~avanjem perioda)
(Bowaire 2006; Beli} 1990).

Autokorelaciona funkcija

Autokorelaciona funkcija prikazuje korelaciju
nekog signala sa samim sobom u razli~itim vremen-
skim intervalima. Korelacija je visoka za regularna
kretanja, dok za haoti~na, ne samosli~na, kretanja
eksponencijalno opada i te`i nuli, {to je kori{}eno za
kvalitativno tuma~enje rezultata (Bowaire 2006).

Rezultati

Cilj rada je ispitati prisustvo haosa u kretanju
Malkus-Lorencovog to~ka kori{}enjem upro{}ene
aparature. Radi sistematskog odabira setova para-
metara pri kojima Malkus-Lorencov to~ak prelazi u
haoti~an re`im kretanja kori{}ena je kompjuterska si-
mulacija, pri ~emu je u simulaciji haos kvantitativno
karakterisan Ljapunovljevim eksponentom. Odabrano
je 9 setova parametara, za koje je pode{ena aparatura
i neposredno ispitano kretanje sistema. Jedan od re-
zultata prikazan je ovde u radu. Na slici 5 data je za-
visnost prebrisanog ugla od vremena dobijena putem

Slika 5. Grafik zavisnosti prebrisanog ugla " od vremena t za set parametara P: a) kompletno kretanje; b) prvi deo
kretanja, uve}an

Figure 5. The offset angle " vs time dependence (parameter set P): a) complete movement; b) first part of
movement, zoomed in



simulacije za set parametara P S q� ( , , )� (parametri
su ra~unati u obliku normalizovanih vrednosti).

Za set parametara P dobijenih simulacijom kre-
tanje dobijeno odgovaraju}im pode{avanjem apara-
ture dato je na slici 6.

Autokorelaciona funkcija u odnosu na zavisnost
sa slike 6 data je na slici 7. Prime}uje se da autoko-
relacija opada eksponencijalno, odnosno da kretanje
sa slike 6 nije samosli~no.

Na slici 8 dat je spektar snage zavisnosti sa slike
6. Prime}uje se da ne postoji izra`en, dominantan
pik. Ima vi{e pikova razli~itih amplituda, ali oni nisu
jasno odvojeni. Posledica prethodnog jeste da posma-
trano kretanje nije ni periodi~no, ni kvaziperiodi~no.

Na slici 9 je dat fazni dijagram sistema, odnosno
zavisnost � � �� ( ). Dijagram ne odgovara ni peridi-
~nom, ni konstantom kretanju (Beli} 2006), {to ne
zna~i nu`no da je re~ o haoti~nom re`imu. Ipak, kako
se na ovom dijagramu nalaze dva od tri parametra

ZBORNIK RADOVA 2012 FIZIKA • 93

Slika 6. Kretanje diska za parametre procenjene simulacijom: a) ugaona brzina; b) prebrisani ugao

Figure 6. Movement of a disk for parameter set obtained using computer simulation: a) angular velocity vs time;
b) offset vs time

Slike 7. Autokorelaciona funkcija zavisnosti sa slike 6.

Figure 7. Autocorrelation function according to
dependency given in figure 6

Slike 8. Spektar snage zavisnosti sa slike 6.

Figure 8. Power spectrum according to dependency given
in figure 6
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koja u potpunosti opisuju stanje sistema, to dijagram
na slici 9 predstavlja projekciju faznog prostora na
ravan odre|enu fiksnim tre}im parametrom. Na os-
novu rezultata iz rada (Kolar 1992) ovaj fazni dija-
gram odgovara haoti~nom re`imu kretanja.

Diskusija

Dobijeni rezultati potvr|uju prelazak sistema u
haoti~an re`im kretanja za odre|ene parametre. Ipak,
postoje odstupanja od kretanja predvi|enog simula-
cijom. Naime, idealan Malkus-Lorencov to~ak zado-
voljava nekoliko bitnih uslova. Prvo, koli~ina vode
koja ulazi u sistem treba da bude konstanta u vre-
menu, {to zna~i da prelivanje vode iz ~a{a i razmake
izme|u ~a{a treba izbegavati. U slu~aju kori{}ene
aparature razmaci izme|u ~a{a jesu zanemarljivi. Isto
va`i i za prelivanje, te mo`emo smatrati da je ovaj
uslov zadovoljen. Drugo, potrebno je da usporenje
zavisi isklju~ivo od trenja na osovini, ali tako da ono
bude direktno proporcionalno ugaonoj brzini, od-
nosno stati~ko trenje treba da bude zanemarljivo.
Kori{}enjem centralnog zavrtnja nije mogu}e u pot-
punosti obezbediti ovaj uslov. Na slici 10 data je za-
visnost ugaone brzine to~ka od vremena kada je disk
slobodan, bez prisustva vode.

Data zavisnost nije linearna, ali u dovoljnoj meri
aproksimira linearnu zavisnost. Tre}e, brzina isti-
canja vode iz ~a{e treba da je proporcionalna masi

vode u ~a{i. Otvori na dnu ~a{a nisu ma{inski bu{eni,
te postoje nepravilnosti koje uzrokuju zanemarljive
kontrakcije mlaza. Kako su nagibni uglovi pod ko-
jima je to~ak otklonjen dovoljno mali, mo`e se smat-
rati da voda isti~e laminarno. Na osnovu prethodnog,
primenom Tori~elijevog zakona, za maseni protok
vode iz ~a{a va`i:

q g S m� 
2 � v

gde je � gustina vode, g gravitaciono ubrzanje, S

popre~ni presek otvora, a mv masa vode u ~a{i.
Kako je masa vode relativno mala, mo`e se smatrati
da je ova zavisnost pribli`no linearna.

Dakle, aparatura u velikoj meri odgovara teorij-
skom modelu.

Zaklju~ak

Cilj rada je bio da se ispita prisustvo haosa u
kretanju Malkus-Lorencovog to~ka. Konstruisana je
upro{}ena aparatura po ugledu na onu prikazanu u
originalnom radu. Radi sistematskog odabira setova
parametara pri kojima Malkus-Lorencov to~ak pre-
lazi u haoti~an re`im kretanja napravljena je kompju-
terska simulacija, pri ~emu je u simulaciji haos
kvantitativno karakterisan Ljapunovljevim ekspo-
nentom. Na osnovu rezultata simulacije pode{ena je

Slika 9. Fazni dijagram sistema.

Figure 9. hase diagram of a system

Slika 10. Zavisnost ugaone brzine slobodnog diska od
vremena.

Figure 10. Angular velocity vs time of a free disk



aparatura i vr{ena su snimanja. Obradom snimaka
dobijene su zavisnosti ugaone brzine od vremena. Na
osnovu ovih zavisnosti i kvalitativnih indikatora ha-
osa, autokorelacione funkcije, spektra snage i faznog
dijagrama potrvr|eno je da to~ak prelazi nakon odre-
|enog vremena u haoti~an re`im kretanja. Na samom
kraju razmotrene su nesavr{enosti aprature i njihov
uticaj na rezultate. Aparatura dobro aproksimira ide-
alan Malkus-Lorencov to~ak.

Zahvalnost. Ovim putem `elimo da iska`emo
veliku zahvalnost na{em mentoru Jeleni Pajovi} na
strpljivoj pomo}i koju nam je ukazala tokom rada na
projektu. Tako|e, zahvalili bismo se Stevanu Rada-
novi}u na korisnim sugestijama vezanim za primenu
indikatora haosa. Na kraju, izuzetnu zahvalnost dugu-
jemo Marku Kuzmanovi}u na ustupljenoj inicijalnoj
verziji kompjuterske simulacije, kao i ogromnoj po-
mo}i u svim fazama projekta.
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Theoretical and Experimental
Observation of Chaos in the
Malkus-Lorenz Water Wheel

In this paper, we have examined chaotic move-
ment of Malkus-Lorenz waterwheel. Malkus-Lorenz
waterwheel represents a simple example of a me-
chanic system that obeys the laws described by
Edward Lorenz equations. We have developed com-
puter simulation and then applied it to the apparatus
constructed according Willem Malkus' model in or-
der to show chaos in its movement. Using the con-
structed apparatus we have measured angular
velocity of waterwheel over time for several sets of
parameters obtained using the simulation. Qualitative
chaos indicators (power spectrum, autocorrelation
function and phase diagram) were used to examine
chaotic characteristics in the movement of the water-
wheel. Obtained results show the chaotic movement
of the waterwheel for certain sets of parameters.
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