Ana-Marija Nedié, Maksim Lalic¢ i Jovana Dordi¢

Zmija u kutiji

Rad se zasniva na analizi otvorenog problema u teoriji grafova, problema ,,Zmija
u kutiji”, poznatijim pod nazivom ,,Snake in the Box” problem. U radu je data
analiza dosadas$njih rezultata u vise aspekata. U dosadasnjim istraZivanjima, pro-
blem ,,Zmija u kutiji” je bio reSavan samo na hiperkocki. U ovom radu problem
Jje proSiren. Razvijena je ideja o primeni Grej koda u sistemima koji se ne zasni-
vaju na binarnom zapisivanju podataka, ve¢ nekim drugim vrstama n-arnog zapi-
sivanja i njihovim kombinacijama. U radu su problemi ,,Zmija u kutiji” i ,,Ciklus
u kutiji” primenjeni na n-tostranu piramidu, n-tostranu prizmu, oktaedar, dode-
kaedar, ikosaedar i Fibonacijeve kocke do sedme dimenzije, pri cemu su sva re-
Senja dokazana i izanalizirana za sve karakteristicne slucajeve.

Definicija problema

Problem ,,Zmija u kutiji”, koji se ¢eS¢e koristi i poznatiji je pod en-
gleskim nazivom ,,Snake in the Box” problem, je problem traZenja naj-
duZeg puta kroz ivice hiperkocke. Tako dobijeni najduZi put za odredenu
dimenziju hiperkocke naziva se ,,zmija”. Pri gradenju ,,zmije” vaZe sledeca
pravila: “Glava zmije” je proizvoljno teme hiperkocke od koga se put,
koji prolazi kroz ivice hiperkocke, pocinje graditi. Pri gradenju ,,zmije”,
kroz svako teme hiperkocke moZe se proci najviSe jednom, i kad se jed-
nom prode kroz neko teme, onemoguceno je pro¢i kroz sva njegova su-
sedna temena. Poslednje teme iskoriS¢eno za konstrukciju ,,zmije”, naziva
se ,rep zmije”.

Ovako definisana ,,zmija” se moze predstaviti kao povezan graf u ko-
jem svako teme ima ta¢no po dva susedna temena koja pripadaju putu, a
»glava” i ,rep” u grafu imaju po tano jednog suseda. U teoriji grafova taj
problem spada u specijalan slucaj takozvanih ,,induced subgraph isomor-
phism” problema (Abbott i Katchalski 1988).

Cilj ovog rada je analiza dosadasSnjih rezultata i generalizacija pro-
blema. Problem koji je do sada bio posmatran isklju¢ivo na hiperkockama,
u radu je proSiren i na n-tostranu piramidu, n-tostranu prizmu, oktaedar,
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dodekaedar, ikosaedar i Fibonacijeve kocke. Problem je kompletno resen
na svim pomenutim objektima i Fibonacijevim kockama do sedme di-
menzije. U radu je dokazano da su pronadena reSenja za svaki od razma-
tranih sluajeva maksimalna, i time i najoptimalnija moguca.

Formalna definicija problema

Neka je G(V, E) prost graf, odnosno graf kod koga su dva ¢vora po-
vezana najviSe jednom granom. Potpun graf sa n ¢vorova, oznacen sa K,
je graf u kom su svaka dva razli¢ita ¢vora povezana granom.

Vektorski proizvod dva grafa G, i G,, oznalen kao G = G, X G,, je
graf G, gde je G =V, XV, skup Cvorova i dva ¢vora (u, ,u,) i (v, ,v,) u
G su povezana u G ako i samo ako jeu, = v, iu, iv, supovezani u G,
iliu, =v, iu, iv, supovezani uG,.

N-dimenzionalna hiperkocka, oznaCena sa Q, , induktivno mozZe biti
definisana preko:

0, =K,,

0, =K, x0,.,.

Temena u Q, mogu se predstaviti kao 2" vektori binarnih cifara,

n?

svaki duzine n. Dva temena su povezana u Q, ako se razlikuju u tacno
jednoj vrednosti koordinate.

Put u grafu G je niz ¢vorova v,,v,,...,v,, u kom su ¢vorovi v,_| iv,
(1 < i < n) povezani. Takav put ima krajeve v, i v, i duZinu n. Prost put
je put u kom se ¢vorovi ne ponavljaju.

Definicija 1. ,,Zmija” u Q, je najduZi moguci prost put v,,v,,...,V,
u Q, ,tako da v, i v, nikad nisu povezani u Q, kada se i i j razlikuju za

J n

viSe od 1.

Cikl u grafu G je niz ¢vorova v, v, ,...,v, ,v,,u G, gde je v,, v, , ...,
v, putiv 1iv, su povezani. Takav cikl ima duZinu n +1. Prost cikl je
cikl vy, v ..., v, v, tako da je v, # v, ako jei # j.

Definicija 2. ,,Ciklus” je prost cikl v,,v,,...,v,,v, u kom v, i v, ni-

kad nisu povezani u Q, kada se i i j razlikuju za vise od 1.
Definicija 3. Grej kod je Hamiltonov put ili cikl na hiperkocki.

Analiza dosadaSnjih rezultata

Problem ,.Zmija u kutiji” je postavljen 1958. godine od strane ma-
temati¢ara Vilijama Kauca i do danas nije napravljena generalizacija. U
ovom radu analizirani su rezultati dobijeni zaklju¢no sa 25. januarom
2010. godine (web 1). Problem je kompletno reSen za hiperkocke zak-
lju¢no sa 7. dimenzijom (Harray et al. 1988), dok je za hiperkocke u in-
tervalu od 8. do 12. dimenzije nadeno reSenje za koje se nije dokazalo da
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je maksimalno. Za viSe dimenzije nisu pronadena reSenja. Zbog toga Sto
se do sada nije ustanovila nikakva zakonitost, maksimalna reSenja se
reSavaju posebno za razli¢ite dimenzije i njihovi grafovi nemaju sli¢nosti,

v . v 2" ..
a prostor u kom se reSenja traze O(n” ) raste eksponencijalno. Do sada
pronadeni rezultati zavisnosti maksimalne duZine zmije od dimenzije:

2 345 6 7 8 9 10 11 12
2 4 7 13 26 50 298 =190 2364 =680 =1260

Dimenzija 1
Duzina 1

Postoji i sli¢no definisan problem nazvan ,,Ciklus u kutiji” (engl.
,Coil in the Box”), koji se najceSée paralelno analizira sa problemom
»Zmija u kutiji”. Razlika izmedu ova dva problema je u tome Sto je ,,Ci-
klus u kutiji” problem traZenja najduzeg zatvorenog puta, puta Ciji se po-
Cetak i kraj nalaze u istom temenu hiperkocke. ,,Ciklus u kutiji”, odnosno
ciklus kroz ivice hiperkocke, u teoriji grafova je definisan kao zatvoreni
graf u kome svako teme ima ta¢no dva susedna temena. Zbog nevelike
razlike, oba ova problema su podjednako istraZena (slika 1). Do sada pro-
ndeni rezultati za problem ,,Ciklus u kutiji”:

Dimenzija 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Duzina 0 4 6 8 14 26 48 296 =188 2348 2640 =2>1238

N-dimenziona kocka (kocka dimenzije n) ima 2" temena. Sa poveca-
njem broja temena, povecava se 1 broj kombinacija za gradenje zmije, ali
se kretanjem zablokira i veci broj polja. Analizom optimalnih zmija kroz
dimenzije, dolazi se do zavisnosti koja pokazuje da je u odnosu na broj
temena, ucinak sve slabiji. Dosadasnji rezultati pokazuju da svaka dime-
nzija ima za 80-100% vecu duZinu od prethodne.

1200
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Primecuje se da u pocetku ,,ciklus” ima vecu duzinu nego ,,zmija”,
jer se kod njega ne blokiraju polja kod ,,glave” i time se ostavlja veci broj
temena za gradenje puta, Sto je velika prednost kada postoji mali broj te-
mena. Kako se broj dimenzije povecava, znacaj tih temena pored ,,glave”
je sve manji. Tada je ,.ciklus” ogranieniji u odnosu na ,zmiju”, jer se
mora zavrSavati u temenu iz kog je krenuo, Sto ga ograniava. Zbog toga
»zmija” u ve¢ malo viSim dimenzijama pocinje da raste brze od ,,ciklusa”.
Funkcije rasta ,,zmije” i ,,ciklusa” se seku na Sestoj dimenziji, kada su za
oba duzine puta 26 mernih jedinica.

Zbog naglog povecanja broja temena, posle sedme dimenzije ne
moZe se sa pouzdanjem govoriti o najvecoj duZini i dobijena je samo po-
tencijalna najveca duZina. Optimalna strategija se sastoji od gradenja $to
kompaktnijeg puta, da se izmedu dva nesusedna temena nalazi $to manji
broj zablokiranih temena, ali uz vodenje rauna da ostane na kraju Sto
manje slobodnih temena do kojih je nemoguce dopreti.

Generalizacija problema na druge figure

Problem ,,Zmija u kutiji” u formulaciji je primenjen na hiperkocke
zbog sli¢nosti Grej koda i hiperkocke. Broj kombinacija Grej kodova za
duzinu n predstavlja se formulom 2", a broj temena hiperkocke za n-tu
dimenziju se ratuna po formuli 2" . U na§em radu smo probleme ,,Zmija u
kutiji” i ,,Ciklus u kutiji” primenili i na neke druge trodimenzionalne i
viSedimenzionalne figure. Rezultati koje smo dobili mogu se na isti nacin
primeniti u n-narnim sistemima i sistemima koji se dobijaju njihovom ko-
mbinacijom, kao Sto se Grej kod primenjuje za ispravljanje greSaka u pre-
nosu podataka koji se ¢uvaju primenom binarnih sistema.

U radu smo razmatrali primene problema na n-tostranu piramidu,
n-tostranu prizmu, oktaedar, dodekaedar, ikosaedar i Fibonacijeve kocke
do sedme dimenzije.

Problem primenjen na n-tougaonu prizmu

Problem ,,Zmija u kutiji” i ,,Ciklus u kutiji” smo postavili u prizmi sa
n-tougaonom osnovom. Ona ima 3n stranica. UoCava se da se kretanjem
kroz teme jedne od osnova, odgovarajuce teme druge osnove blokira. Fo-
rmulisa¢emo dve leme za prizmu u opsStem slucaju, koje ¢emo primeniti
za reSenje problema traZzenja maksimalnog puta u n-tougaonoj prizmi.

Lema 1. Za §to duzi put ili cikl u prizmi, potrebno je Sto viSe puta
proci kroz boc¢ne ivice prizme, ne ukljucujuéi bo¢nu ivicu kod ,.glave” i
predzadnjeg temena za ,,zmiju”, ¢ija optimalnost zavisi od vrste prizme.

Dokaz: Treba uociti da kod prizme zmija moZe da se kreée samo u
jednom smeru, koji je odreden prvim prelaskom preko jedne ivice bilo
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koje od osnovica prizme. Pretpostavimo da zmija nece uopSte prolaziti
kroz bocne ivice n-tostrane prizme. Tada je najduzi put koji bi mogla da
obide n — 1. Za cikl koji ne sadrZi bo¢ne ivice, reSenje bi bilo n. U slucaju
da zmija prode samo kroz jednu bocnu ivicu u nekom delu putanje (osim
na ,,glavi” i predzadnjem temenu — Sto su karakteristi¢ni sluc¢ajevi koje ce-
mo kasnije analizirati), duZina putanje ¢e se povecati za 1. Svakim novim
prelazom kroz neku bo¢nu ivicu u nekom delu putanje (osim na ,,glavi” i
predzadnjem temenu) duZina putanje ¢e se uvek povecavati za po 1. Sli-
¢no vazi i za cikl. Time dobijamo da je za Sto vecu duZinu zmije ili cikla
najpozeljnije da se Sto CeSce prolazi kroz bocne ivice, §to je i formulacija
leme. Da li je optimalno prolaziti i kroz ivice pored ,,glave” i predzadnjeg

temena zavisi od vrste prizme, tako da ¢emo te slucajeve razmotriti za
svaku vrstu prizme pojedinacno. [

Lema 2. Za §to duzi put ili cikl u prizmi, potrebno je prolaziti kroz
svaku drugu bocnu ivicu i to uzastopno.

Dokaz: OznaCimo temena na jednoj osnovi prizme sa A, A,, ...,
A, a temena na drugoj osnovi sa B, B,, ..., B, . Ako put sadrZi ivice
AkAk+l 1 Ak+1Ak+2’
puta nece biti mogué prolaz ivicom A

onda je teme B zablokirano i u gradenju ovog

k+1

k+1Bk+1
strategija za gradenje najduZeg puta ili cikla u tome da je §to ceSce po-

. Kako je na osnovu leme 1,

trebno proci kroz boc¢ne ivice, a prolazom kroz osnovnu ivicu na nekom
m-tom mestu onemoguceno je proci kroz bo¢nu ivicu na istom tom mestu.
1z toga dobijamo da je za Sto duzi put ili cikl u prizmi potrebno uzastopno
prolaziti kroz bocne ivice.

Tako bi bilo logi¢no da je optimalna strategija da je za Sto duZi put ili
cikl u prizmi, potrebno prolaziti upravo kroz svaku boc¢nu ivicu, to je one-
moguceno zbok blokiranih polja pri kretanju. Zapravo, susedna polja koja
se blokiraju pri nekom potezu, onemogucavaju prolaz kroz bilo koje dve
uzastopne bocne ivice. Ako se nacini korak A, B, blokira se teme A, a
zbog jednosmernosti u kretanju, sada se moZe naciniti samo korak
BkBk+I .
B, B

k+1"7"k+2"

B,,,A

k+27 T k+2

Kako je teme A blokirano, sledec¢i korak moZe biti jedino

k+1
Posle toga je moguce primeniti lemu 1 i naciniti korak
i tako dalje. Ovim kretanjem kroz bo¢nu ivicu se prolazi na
svakom drugom mestu, pa se iz toga dobija potpuno tvrdenje leme 2. [ |
Ponovo oznacimo temena na jednoj osnovi prizme sa A, Ay, ..., A,
a temena na drugoj osnovi sa By, B,, ..., B, 1 neka ,,glavu zmije” &ini
tatka A;. U zavisnosti od toga da li bo¢na ivica prolazi na ,,glavi” ili ne,
postoje dva nacina kretanja:
1. Prvi korak je kretanje osnovnom ivicom, korak AjAz. Drugi korak
je A2A3 i potom se kretanje nastavlja primenjujuci lemu 2.
2. Prvi korak je kretanje bo¢nom ivicom, korak AjBj. Kretanje se
nastavlja primenjujuci lemu 2.
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Koji od ta dva nacina ¢emo koristiti za trazenje ,,zmije” i ,,ciklusa” u
prizmi zavisi od vrste prizme. Da li ¢emo sa predzadnjeg temena preci
preko bocne ivice ili ne, takode zavisi od vrste prizme, ali je taj korak
odreden, Sto e se videti u produZetku.

Prizme ¢emo podeliti u zavisnosti od toga koji ostatak po modulu 4
daje broj stranica osnove u toj prizmi. Tako razlikujemo cetiri vrste n-to-
stranih prizmi, kada je n = 4k, n =4k +1, n =4k +2 i n = 4k +3.

Problem ,,Zmija u kutiji” primenjen na n-tougaonu prizmu

1. n-tostrana prizma, n = 4k

Ovde je svejedno koji nacin kretanja koristimo (1 ili 2), uvek se do-
bije isti rezultat.

Dokaz ¢emo izvesti matematickom indukcijom. Kasnije ¢emo poka-
zati da se ista (maksimalna) duZina ,,zmije” dobija kretanjem bilo nacina 1
bilo nacina 2. Uvecavajuci k za po 1% duZina ,,zmije” ¢e se povecavati za
po 6. Broj 6 ce biti period u poveéanju duZine ,,zmije”, poSto e se rep
zmije nalaziti na istoj poziciji samo udaljen za 6 jedinica merenja od repa
u prizmi san =k —1.

Baza indukcije: Za k =1 tvrdenje vaZi primenom oba nacina kre-
tanja.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdenje vazi za k = m,
odnosno za prizmu sa osnovom n = 4m.

Indukcijski korak: Za k = m + 1, dobijamo prizmu sa osnovom n =
= 4m + 4, odakle lako vidimo nastavkom na zmiju za n = 4m da nijedno
teme nece ostati neiskoriSéeno (svako teme ce ili pripadati ,,zmiji” ili ce
biti zablokirano).

Sada treba da pokaZemo da je svejedno koji od nacina kretanja ¢emo
koristiti za pravljenje najduze zmije.

1. nacin kretanja: Imamo n — 1 stranica iskori§¢enih po dvema osno-
vicama i (n —1)div2 stranica koje spajaju osnove, tako da je

S(n) =n—14+(n—1)div2.

Kako je n = 4k,
n—2

(n—Ddiv2 =(n—2)div2 = — = =

L
2 2

i odavde se dobija da je:
S(n)=n+ n_ 2
2
2. nacin kretanja: Imamo n — 2 iskori§¢enih stranica po dvema osno-

vicama i — stranica koje spajaju osnove, tako da je:
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Smy=n+2-2
2

Ovim se dobija da duZina ,,zmije”’ u ovom slucaju ne zavisi od toga
da li za nacin kretanja biramo nacin 1 ili nacin 2.

DuzZinu ,,zmije” moZemo zapisati i u funkciji od k, §to daje reSenje
S(4k) =6k — 2

2. n-tostrana prizma, n = 4k +1

Ovde je svejedno koji nacin kretanja koristimo, posto ako gledamo s
jednog kraja ,,zmije”, ona je dobijena prvim nacinom kretanja, a ako
»zmiju” posmatramo s drugog kraja, dobijamo zmiju iscrtanu nacinom 2.

Dokaz je sli¢an kao i za slucaj n = 4k i dobijamo da je:

-1

S)y=n—-2+m—-Ddiv2 =n+2— -2

2
Zapisano u funkciji od k, S(4k +1) = 6k —1

3. n-tostrana prizma, n = 4k + 2

U ovoj vrsti prizme, koriste¢i 1. nacin kretanja ostaje nam jedno teme
do kojeg ne moZemo stici, a nije zablokirano, $to se ne dogada primenom
2. nacina, u kom ¢e nam put biti duzi. Stoga ¢emo ovde koristiti 2. nacin
kretanja.

Dokaz je sli¢an kao i za slucajeve n = 4k i n = 4k + 1. Dobija se da
je:

S(n)=n—2+ndiv2 = n + 2 —2: S(4k +2) = 6k +1..
2

4. n-tostrana prizma, n = 4k + 3

Ovo je takode slucaj kod kojeg nije svejedno koji od nacina kretanja
koristimo. ,,Zmija” ¢e biti duzZa kori§¢enjem prvog nacina kretanja.

Dokaz je slican kao i u prethodnim slucajevima, za n = 4k,
n =4k +11n =4k + 2. Dobija se da je:

—1
S(n)=n—1+ndiv2 = n+"" —1; S(4k +3) = 6k +3.
2

Problem ,,Ciklus u kutiji” primenjen na n-tougaonu prizmu

Za ,,ciklus” ¢e se u obe osnove zajedno naciniti ukupno n koraka, jer
se teme A ne blokira pri prvom koraku A;A; ili A;B, dok ¢e broj bo-
¢nih ivica u putu, na osnovu leme 2, biti ndiv2. Medutim, broj bo¢nih pre-
laza mora biti paran, kako bi se ,,zmija” na kraju nasla na istoj osnovi sa
koje je krenula, da bi se njena ,glava” i ,rep” mogli spojiti. Na ovaj
nacin, dokazom sli¢nim kao i pri traZenju ,,zmije”, dobija se:
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C(4k) = 4k + (4k div2) = 6k

Clk + 1) =4k + 1 + ((4k + 1)div2) = 6k + 1

Clk +2) =4k +2 + (4k +2)div2) - 1 =4k + 2 + 2k = 6k + 2
Clk+3)=4k+3+((4k+3)div2)—1=4k+3+2k=6k+3

Kompletno resenje za “zmiju” i “ciklus” zapisano u funkciji od & je:

S(4k) = 6k — 2 C(4k) = 6k
Sk + 1) = 6k — 1 Cldk + 1) = 6k + 1
S(4k +2) = 6k + 1 Cdk +2) = 6k + 2
S(4k + 3) = 6k + 3 C(4k + 3) = 6k + 3

Problem primenjen na n-tougaonu piramidu

Posmatracemo trodimenizonalne n-tougaone piramide.

Ukoliko bismo kod ,,zmije” krenuli sa vrha piramide, koji je spojen
sa svim ostalim temenima, ili do njega stigli u prvom koraku, automatski
bi sebi zablokirali sva temena. Sa druge strane, ¢im se povuce prvi korak
iz jednog temena osnove ka drugom, vrh piramide postaje zablokiran i
prinudeni smo da uvek povlac¢imo jedini mogudi potez — da idemo u krug
po ivicama osnovice. Za ,,zmiju”, pravicemo korake dok sva temena osim
zablokiranog n-tog temena i vrha piramide ne budu pripadala ,,zmiji”, pa
¢e ukupna duZina zmije za n-tougaonu osnovu biti S(n) = n — 2.

Za ,ciklus”, duzina ¢e biti ista bilo da se krece od vrha ka prvom
temenu na osnovi i zavrSava korakom sa (n —1)og temena ka vrhu, bilo
da se obide osnova piramide. U oba slucaja duzina ,,ciklusa” e biti
C(n) = n.

Problem primenjen na tetraedar u Cetvrtoj dimenziji

Tetraedar i u trecoj (specijalan slucaj reSenja za piramide), i u Cetvtoj
dimenziji ima sva medusobno spojena temena. Stoga, ¢im se u ,,zmiji”’ na-
pravi prvi korak, automatski su zablokirana sva ostala temena, te je duZina
»zmije” uvek jedan za obe dimenzije. Za ,,ciklus”, kad se napravi prvi ko-
rak, moZe da se ode na bilo koje sledece teme, posle Cega mora da se
vrati na pocetno, tako da je duZzina ,,ciklusa” uvek 3, i za trecu i za Cetvrtu
dimenziju.

Problem primenjen na oktaedar

Pocev od oktaedra, analizirajuci figure, analiziraéemo samo njihove
grafove, pa ¢emo umesto naziva za teme Koristiti termin ¢vor, i umesto
stranice, grana.

Graf oktaedra sacinjavaju 6 ¢vorova i 12 grana, od kojih po tac¢no 4
izlaze is svakog ¢vora. Kako je oktaedar pravilno telo, prvi korak se ne
razlikuje u zavisnosti od izbora prvog ¢vora. Kako god dalje da biramo
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¢vor, za ,,zmiju” preostaje jo§S samo jedan potez, pa je duZina puta za
»zmiju” 2. DuZinu za ,,ciklus” dobijamo daljim razmatranjem slucaja za
»zmiju” i ona iznosi 4. Skice reSenja su prikazane na slici 2.

Problem primenjen na dodekaedar

Graf dodekaedra se sastoji od 20 ¢vorova i 25 grana, gde tacno 3
grane izlaze iz svakog Cvora.

Cvor za ,.glavu” i prvi korak se biraju proizvoljno, bez umanjenja op-
Stosti. Posto je u pitanju pravilno telo, pa je i njegov graf pravilan, treci
¢vor Ce odrediti samo smer kretanja ,,zmije”, $to ne uti¢e na njenu duZinu.
Za dalji izbor ¢vorova za ,,zmiju” postoje viSe mogucnosti, a analizom se
dobija da je maksimalna duZina ,,zmije” 11.

7 &

Za gradenje ,,ciklusa”, poCetak je isti kao i za gradenje ,,zmije”, osim
Sto treba uzeti u obzir i da ¢vorovi oko ,.glave” nisu blokirani, ali mora
ostati i slobodan put do jednog od njih, kako bi se ,,rep zmije” poklopio
sa njenom ,,glavom” i nastao ,,ciklus”, koji u ovom slu¢aju iznosi 12, kao
Sto je prikazano na slici 3.

Problem primenjen na dodekaedar i ikosedar

Graf ikosaedra se sastoji od 12 ¢vorova i 30 grana, tako da iz svakog
¢vora izlazi tano 5 grana. Zbog simetri¢nosti figure, postoji samo jedna
mogucnost za povlacenje prvog koraka i posle toga ostaje ukupno 6 slo-
bodnih ¢vorova, od kojih se u slede¢em koraku moZe dospeti u dva. Ispi-
tivanjem dolazimo do duZine 5 za ,,zmiju” i 6 za ,,ciklus” (slika 4).
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Slika 2.

»Zmija” i ,,ciklus” u

oktaedru

Figure 2.

“Snake” and “coil” in

octahedron

Slika 3.

»Zmija” i ,ciklus” u

dodekaedru

Figure 3.

“Snake” and “coil” in

dodecahedron
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Problem primenjen na Fibonalijeve kocke

Definicija. Svako teme hiperkocke dimenzije d determiniSe sa razli-
¢itom kombinacijom cifara O ili 1 po svim koordinatama, tako da svako
teme sadrZi d cifara i ako su dva temena spojena stranicom, brojevi ko-
jima se determiniSu razlikuju se u ta¢no jednoj koordinati, odnosno na
jednoj cifri. Postoji tatno 2 temena u d-dimenzionoj hiperkocki i ta¢no
2% kombinacija za determinaciju temena te hiperkocke. Kada se gradi
kocka u viSim dimenzijama, za svaku dimenziju se dodaje jo§ po jedna
koordinata. Fibonacijeva kocka se dobija kada se uklone sva temena koja
u svojim koordinatama imaju dve uzastopne jedinice.

Fibonacijeve kocka u drugoj dimenziji dobija se uklanjanjem temena
oznacenim sa 11, kao i stranicama koje vode do njega, $to je prikazano na
slici 5.

01 1"

00 10

Graf Fibonacijeve kocke u tre¢oj dimenziji se dobija uklanjanjem te-
mena 011, 110 i 111; postupak je prikazan na slici 6.

Fibonacijeva kocka u svakoj sledecoj dimenziji d moZe se izgraditi
spajajuéi po deo iz d —1 i d — 2 dimenzije, tako da c¢e se grafovi tih

0110 0111

0010 0011

=

0000 0001

0100 0101
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Slika 4.
»Zmija” i ,,ciklus” u
ikosaedru

Figure 4.
“Snake” and “coil” in
icosahedron

Slika 5.

Fibonacijeva kocka u
drugoj dimenziji

Figure 5.

Fibonacci cube in
second dimension

Slika 6.

Postupak dobijanja
Fibonacijeve kocke u
tre¢oj dimenziji

Figure 6.

The process of making
Fibonacci cube in third
dimension
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0110 0111 1110 111

0010 0011 1010 1011

0000 0001 1000 1001

0100 0101 1100 1101

Slika 7. Postupak dobijanja Fibonacijeve kocke u Cetvrtoj dimenziji

Figure 7. The process of making Fibonacci cube in forth dimension

delova povezati u temenima u kojima se njihove koordinate razlikuju za
samo jednu koordinatu (slika 7).

Problem primenjen na Fibonacdijevu kocku u drugoj dimenziji

Ovde su reSenja problema ,,Zmija u kutiji” i ,,Ciklus u kutiji” trivi-
jalna. DuZina ,;zmije” je 2, a ,,ciklus” se ni ne moZe izgraditi, pa je nje-
gova duZzina 0.

Problem primenjen na Fibonacijevu kocku u trecoj dimenziji

Za ,,zmiju” je logi¢no da pocne iz ¢vora koji ima samo jednog suseda
i da napravi duZinu 3, §to je i najduZza moguca. Medutim, mogu¢ je i obr-
nut put, kao i u bilo kojoj drugoj ,,zmiji” ili ,,ciklusu”. Za ,,ciklus” jedi-
nstveno mogude reSenje je 4. Skice reSenja su prikazane na slici 8.

Problem primenjen na Fibonacijevu kocku u Cetvrtoj dimenziji
Kako god da na¢inimo prvi potez u ,,zmiji”, ¢vor koji jedini ima Ce-
tiri suseda Ce biti ili iskoriScen, ili zablokiran. Kada se taj ¢vor iskoristi u
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Slika 8.

wZmija” i ,ciklus” u
Fibonacijevoj kocki u
tre¢oj dimenziji

Figure 8.

“Snake” and “coil” in
Fibonacci cube in
third dimension

Slika 9.

wZmija” i ,ciklus” u
Fibonacijevoj kocki u
cetvrtoj dimenziji

Figure 9.

“Snake” and “coil” in
Fibonacci cube in
forth dimension
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prvom potezu, kako god da se nacini sledeci korak, viSe od jednog temena
bice blokirano. S druge strane, ako se krene od jednog od dva ¢vora koji
imaju po tacno dva suseda i u gradenju puta ne iskoristi ¢vor sa Cetiri su-
seda, to ¢e biti i jedini zablokirani ¢vor, te je maksimalna duZina ,,zmije”
6. ,,Ciklus” se moZe izgraditi na viSe nacina, ali upravo zbog ¢vora sa Ce-
tiri suseda, jedino reSenje ujedno je i maksimalno i iznosi 4. Oba reSenja,
za ,,zmiju” i ,.ciklus”, prikazana su na slici 9.

Problem primenjen na Fibonadijevu kocku u petoj dimenziji

Graf Fibonacijeve kocke u petoj dimenziji dobija se odgovarajuéom
kombinacijom grafova Fibonacijevih kocki u trecoj i Cetvrtoj dimenziji
(slika 10).

Slika 10. Postupak dobijanja Fibonacijeve kocke u petoj dimenziji

Figure 10. The process of making a Fibonacci cube in fifth dimension

Sli¢no kao u prethodnoj dimenziji Fibonacijevih kocki, strategija za
pronalaZzenje najduZeg puta se sastoji u obilaZenju ¢vora iz kog izviru, u
ovom slucaju, pet grana. Tako se za ,,zmiju” dobija maksimalna duZina 8,
a za ,,ciklus” 10, Sto se moze videti na slici 11.

Slika 11.

»Zmija” i ,,ciklus” u
Fibonacijevoj kocki u
petoj dimenziji

Figure 11.

“Snake” and “coil” in
Fibonacci cube in
fifth dimension

Problem primenjen na Fibonacijevu kocku u Sestoj dimenziji
Na navedeni nacin dobijamo i graf Fibonacijeve kocke u Sestoj di-
menziji (slika 12).
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Slika 12. Postupak dobijanja Fibonacijeve kocke u Sestoj dimenziji

Figure 12. The process of making a Fibonacci cube in sixth dimension

S obzirom da postoji jedan ¢vor koji ima Sest susednih ¢vorova,
nacin na koji éemo graditi zmiju je slican kao u prethodnim slucajevima.
Detaljnom analizom dobijaju se reSenja 12 za ,zmiju” i 14 za ,ciklus”,
kako je prikazano na slici 13.

I N

Primena rezultata

Pod Grej kodovima se podrazumeva binarni numericki sistem, gde se
dva uzastopna broja u njemu razlikuju za ta¢no jedan bit, odnosno jednu
cifru.

Jedna od danasnjih najvaznijih namena Grej koda je njegova primena
u modernim digitalnim komunikacijama, u takozvanom ispravljanju gre-
Saka. Podaci se prebacuju tako §to se pakuju u simbole koji sadrze Cetiri
ili viSe bita, tako da u se nizu dva susedna simbola razlikuju za tacno je-
dan bit. Prilikom transakcije podataka moZe doci do neke greske, odnosno
do gubljenja ili zamene nekog broja. Metoda koja se zove metoda ispra-
vljanja greSaka, omogucava da se proveri da li je poruka autenti¢no prene-
sena, bez potrebe da se uporeduje sa originalom.

Problem ,,Zmija u kutiji” je Grej kod primenjen na hiperkocke. Ako
se temena hiperkocke oznace odgovaraju¢im Grej kodovima, reSenje pro-
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Slika 13.

wZmija” i ,ciklus” u
Fibonacijevoj kocki u
Sestoj dimenziji

Figure 13.

“Snake” and “coil” in
Fibonacci cube in
sixth dimension
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blema leZi u traZenju najduZeg moguceg niza uzastopnih kodova za odre-
denu dimenziju. Dobijeni niz Grej kodova ¢e imati mogucnost da uklanja
jednobitne greske, a njegova efektivnost ¢e biti srazmerna njegovoj duZini,
Sto objaSnjava vaznost zaSto je potrebno naci najduZu mogudu ,,zmiju’.

Temena koja bi se pojavila u reSenju problema ,,Zmija u kutiji” ili
,Ciklus u kutiji” u razli¢itim dimenzijama mogu se koristiti kao Grej ko-
dovi odgovarajucih duzina, koji imaju sposobnost ispravljanja jednobitnih
greSaka. Takvi kodovi imaju primenu u koding teoriji, elektricnom inZi-
njeringu i u mreznim topologijama.

Kako se u digitalnim komunikacijama trenutno primarno i daleko
najviSe koriste binarni sistemi, gde se broj kombinacija Grej kodova za
duzinu n predstavlja formulom 2", jasno je zasto se problem ,Zmija u
kutiji” i ,,Ciklus u kutiji” primenio na hiperkocke, ¢iji se broj temena za
n-tu dimenziju ra¢una po formuli 2" . Izraziti razvoj tehnologije, pored bi-
narnog sistema koji se trenutno Koristi, otvara mogucénost kori§éenju i
drugih vrsta sistema u skladiStenju podataka. U naSem radu smo probleme
»Zmija u kutiji” i ,,Ciklus u kutiji” primenili i na neke druge trodimenzi-
onalne i viSedimenzionalne figure. Rezultati koje smo dobili mogu se
primeniti za ispravljanje greSaka u prenosu podataka, koji se Cuvaju pri-
menom razli¢itih n-narnih sistema i sistema koji se dobijaju njihovom
kombinacijom.

Problem ,,Zmija u kutiji” u matematici je formulisan zbog potreba u
ispravljanju greSaka u transakciji podataka. Medutim, dobijeni rezultati iz
prethodnih istraZivanja su odnedavna nasli veliku primenu i u sistemima
sa paralelnim izvrSavanjem, kao i u mikrobiologiji, za pronalaZenje peri-
odi¢nih orbita koje opisuju aktivaciju delova gena u razvoju embriona.

Zakljucak

Pored analize dosadasnjih rezultata otvorenog problema ,,Zmija u ku-
tiji”, kao i problema ,,Ciklus u kutiji”, u radu je razvijena ideja o primeni
Grej koda u sistemima koji se ne zasnivaju na binarnom zapisivanju po-
dataka, ve¢ na nekim vrstama n-arnog zapisivanja i njihovim kombinaci-
jama. Dosadas$nji rezultati ovog problema ve¢ su nasli visoku primenu u
koding teoriji i digitalnim komunikacijama, ¢ak i u mikrobiologiji, a
rezultati dobijeni u ovom radu daju uvod i ideju za eventualni dalji razvoj
primene.
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Ana-Marija Nedié¢, Maksim Lali¢ and Jovana Pordié
Snake in the Box

The work is based on an analysis of an open problem in graph the-
ory, the “Snake in the Box” problem, as well as the “Coil in the Box”
problem. In this work, a few aspects of the analysis of results made so far
are given. In researches made so far, the “Snake in the Box” problem was
resolved only in the hypercube. In this work, the problem was expanded.
The idea of Grey code application in systems not based on binary data
compression, but on some other kinds of n-ary data notations and their
combinations, is developed. The work is based on the “Snake in the Box”
and “Coil in the Box” problems applied on the n-cornered pyramid, n-cor-
nered prism, octahedron, dodecahedron, icosahedron and Fibonacci cubes
until the seventh dimension, where all solutions are proven and considered
in details for all of characteristic cases. The work also contains proof that
the found results are maximal and optimal.
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