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Sinteza L-sistema

L-sistem je sistem naporednog prepisivanja – vrsta formalne gramatike koju je

uveo Arstid Lindenmajer (Arstid Lindenmayer) kao osnovu za aksiomatsku teoriju

biolo{kog razvi}a. Centralno mesto u L-sistemima ima pojam prepisivanja, ~ija je

osnovna ideja definisanje kompleksnih objekata uzastopnim zamenjivanjem nji-

hovih delova jednostavnijim, koriste}i skup pravila za prepisivanje. Su{tinska ra-

zlika izme|u formalnih gramatika i L-sistema le`i u metodi primene pravila: kod

L-sistema to se ~ini naporedo – sva slova u re~i zamenjuju se istovremeno. Bio-

lo{ka motivacija za razvoj L-sistema jeste namera da se pomo}u pravila opi{e

deoba }elija u vi{e}elijskim organizmima, gde se mnoge deobe odigravaju isto-

vremeno. U ovom radu razmatran je problem sinteze najjednostavnijih L-sistema

– DOL-sistema, na osnovu date funkcije rasta i dokazano je da je, ukoliko je data

potpuna funkcija rasta, mogu}e prona}i L-sistem koji je odre|uje, pa samim tim i

niz koji je odre|en tom funkcijom. Prona|ena je metoda za sintezu na osnovu

formule L-sistema – pojma koji je uveden s ciljem da se ozna~i veza izme|u

(n+k)-tog ~lana niza DOL-sistema preko zbira k prethodnih ~lanova tog niza, kao

i preko re~i iz drugih nizova za koje su poznati DOL-sistemi koji ih generi{u.

Pomo}u ove metode otkriven je i algoritam za sintezu polinomskih funkcija rasta

sa prirodnim koeficijentima.

Uvod

1. L-sistemi

Kona~ni cilj biologije razvi}a je otkrivanje kako }elija sa ograni~e-
nim neposrednim informacijama mo`e da se razvije u slo`en organizam.
Kompjuterske simulacije vi{e}elijskog razvi}a jedna su od metoda za is-
tra`ivanje raznih kompleksnih procesa uklju~enih u razvi}e. Modelovanje,
simulacija i vizuelizacija razvi}a biljaka spajaju ideje vezane za ve{ta~ki
`ivot i ra~unarstvo (kompjuterska grafika, teorija formalnih jezika i simu-
lacija) sa znanjima iz biologije, matematike i fizike.

L-sistem je sistem naporednog prepisivanja – vrsta formalne grama-
tike koju je 1968. uveo biolog Arstid Lindenmajer (Arstid Lindenmayer)

ZBORNIK RADOVA 2011 MATEMATIKA • 67

Danica Kosanovi}

(1993), Beograd, Koste

Tau{anovi}a 8, u~enica

4. razreda Prve

beogradske gimnazije

Kristina Jovi~i}

(1994), Smederevska

Palanka, Vuka

Karad`i}a 3/23,

u~enica 2. razreda

Palana~ke gimnazije

Tanja Asanovi} (1994),

Ruma, Franje Kluza

21, u~enica 2. razreda

Gimnazije „J. J.

Zmaj” u Novom Sadu



kao osnovu za aksiomatsku teoriju biolo{kog razvi}a (Lindenmayer 1968).
Prema Rozenbergu i Salomi (Rozenberg i Salomaa 1980) dve najva`nije
osobine koje su L-sistemi uveli u teoriju formalnih jezika su: naporednost
u procesu prepisivanja i shvatanje pojma gramatike kao opisa dinami~kog
procesa (koji se odigrava u vremenu), pre nego stati~kog.

Centralno mesto u L-sistemima ima pojam prepisivanja, ~ija je os-
novna ideja definisanje kompleksnih objekata uzastopnim zamenjivanjem
njihovih delova jednostavnijim, koriste}i skup pravila za prepisivanje. Naj-
vi{e prou~avani i najbolje obja{njeni prepisiva~ki sistemi rade na nizovima
simbola, a Lindenmajer je predstavio novi tip mehanizma za prepisivanje
stringova, koji je kasnije po njemu nazvan L-sistem. Su{tinska razlika iz-
me|u formalnih gramatika ^omskog (Chomsky) i L-sistema le`i u metodi
primene pravila: kod ^omskog se pravila primenjuju redom, jedno po je-
dno, dok se u L-sistemima to ~ini naporedo – sva slova u re~i zamenjuju
se istovremeno. Ta razlika i oslikava biolo{ku motivaciju L-sistema: na-
mera je da se pomo}u pravila opi{e deoba }elija u vi{e}elijskim organi-
zmima, gde se mnoge deobe odigravaju istovremeno.

Velika mo} L-sistema je u njihovom grafi~kom predstavljanju. Kla-
si~an primer grafi~kog objekta definisanog pomo}u pravila za prepisivanje
je sne`na pahuljica (slika 1) koju je 1905. god. konstruisao fon Koh (von
Koch). Konstrukcija po~inje sa dva oblika: inicijator i generator. Genera-
tor je orijentisana slomljena linija sastavljena od n jednakih strana du`ine
r. U svakoj fazi konstrukcije prava linija se lomi i zamenjuje kopijom ge-
neratora, pri ~emu krajnje ta~ke ostaju iste kao i pre zamene.

Osnovna ideja L-sistema je da je }elija prirodna i osnovna jedinica za

diskusiju biolo{kog razvoja, pa su i najjednostavniji organizmi za posma-

tranje – organizmi u obliku filamenata (lat. filamentum – konac, nit).

Mikrofilamenti i prelazni filamenti su jedan od osnovnih citoskeleta u eu-

68 • PETNI^KE SVESKE 69 DEO I

Slika 1.
Kohova pahuljica

Figure 1.
Koch snowflake



kariotskoj }eliji. Ako koristimo razli~ite simbole da bismo opisali razli~ita
stanja u kojima }elija mo`e biti, onda }e string takvih simbola pred-
stavljati ceo filament. [ta se de{ava sa }elijom u bilo kom datom trenutku,
zavisi od njenog stanja i stanja njenih suseda u tom trenutku. L-sistem se
sastoji od skupa pravila koji opisuju kako }e se ta~no }elija promeniti za-
visno od njenog stanja (DOL-) i stanja njenih suseda (DIL- i D2L-
-sistemi). Ta promena mo`e biti jednostavna promena stanja, ali tako|e i
deoba }elije u dve ili vi{e }elija, ili }elija ~ak mo`e nestati, tj. umreti. Ako
string simbola (nazvan re~) opisuje stanja }elija u filamentu, onda istovre-
menom primenom pravila na sve simbole te re~i dobi}emo novu re~ koja
opisuje slede}u fazu razvoja filamenta. Ponavljanjem tog procesa dobi-
jamo celu razvojnu istoriju organizma.

Definicija 1. Svaki L-sistem definisan je trojkom: G = �V, �, P�, gde
je V – alfabet (azbuka), kona~an neprazni skup simbola koji mogu biti za-
menjeni (promenljive), � – po~etni niz simbola (aksiom), dakle re~ (string
simbola) nad alfabetom koja opisuje stanje na po~etku, a P – skup pravila
koja svakom simbolu a date azbuke dodeljuju neki niz P(a) simbola te
azbuke (u slu~aju DOL-sistema).

Niz P(a), ~ine jedinstveni stringovi simbola kojima }e simbol a biti
zamenjen u bilo kom okru`enju sa P(a), kod DOL-sistema, kojima se mi
u ovom radu bavimo.

2. DOL-sistemi

DOL-sistemi su najjednostavnija klasa L-sistema: odre|eni su (neslu-
~ajni) i ne zavise od konteksta (odnosno, primenjuju se bez obzira na
kontekst u kojem se prethodnik pojavljuje). Oni oslikavaju osnovne ideje i
tehnike L-sistema i paralelnog prepisivanja uop{te.

Definicija 2. Ozna~imo sa V alfabet, V* skup svih re~i nad V i V
+

skup svih nepraznih re~i nad V. String DOL-sistema je ure|ena trojka:

G = �V, �, P�, gde je:
V – alfabet sistema,

�� �
V – neprazna re~, koju nazivamo aksiomom i

P � V � V* – kona~an skup pravila.
Pravilo p P1 � pi{emo kao p a x1 : � . Slovo a i re~ x zovemo pre-

thodnikom i sledbenikom pravila, redom. Ako nijedno pravilo nije
eksplicitno navedeno za dati prethodnik a � V, uzimamo da je identitet
a a� pravilo koje pripada skupu pravila P. Za svako slovo a � V po-
stoji bar jedna re~ x � V*, takva da a x� .

Neka je � = A1A2 … An proizvoljna re~ nad V, re~ � = X1X2 … Xn�
V

* je direktno izvedena (ili generisana od) µ, {to obele`avamo � �� ,
akko A X

i i
� za svako i = 1, 2, 3, … n. Re~ � je generisana pomo}u G
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u izvo|enju du`ine n, ako postoji razvojni niz re~i � 0 , �1 … �
n
takav da

je m0 	 �, � �
n
	 , � �0 1� � … �

n
.

Funkcija rasta DOL-sistema

Funkcija koja opisuje broj simbola u re~i u odnosu na du`inu izvo-
|enja te re~i je funkcija rasta. Osnovno svojstvo je to da je funkcija rasta
DOL-sistema nezavisna od reda slova u pravilima i dobijenim re~ima.
Shodno tome, odnos izme|u broja pojavljivanja slova u paru re~i � i �,
tako da � �� , mo`e biti izra`en koriste}i prikaz matrica. Neka je G =

�V, �, P� DOL-sistem, sa alfabetom V = (A1, A2, … Am). Napravimo kva-
dratnu matricu Q

m m� , gde je q
ij

jednak broju ponavljanja slova A
j
u sle-

dbeniku pravila sa prethodnikom A
i
. Neka a

i

k predstavlja broj ponavljanja

slova a u re~i x generisanoj od G u izvo|enju du`ine k.
Iz definicije direktnog izvo|enja sledi:


 �a a a

q q q

q q q

q q q

k k

n

k

n

n

m m mn
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21 22 2

1 2

�




�

�
�
�
�

�

�

� � � �

�


 �
�

�

�
�
�
�

	 �� � �
a a a

k k

n

k

1
1

2
1 1

Zapisivanje pomo}u matrica korisno je za analizu DOL-sistema.
U ovom radu bavi}emo se problemom sinteze DOL-sistema, koji se

mo`e ovako formulisati: ako je data funkcija f, na}i DOL-sistem ~ija je to
fukncija rasta. A sa ovim je vezano i pitanje: koje funkcije mogu biti fun-
kcije rasta DOL-sistema.

Szilard i Quinton (1979) su pokazali da je svaka pozitivna, neopa-
daju}a, polinomska funkcija sa prirodnim koeficijentima funkcija rasta
DOL-sistema. Dokaz ove teoreme pru`a i algoritam koji za svaku takvu
funkciju (datu na odre|en na~in) proizvodi DOL-sistem, a metod koristi
funkcije generatrise. Jo{ uvek, me|utim, ne postoji algoritam koji bi za
datu funkciju odredio da li je ona funkcija rasta DOL-sistema.

U ovom radu dali smo nov metod za sintezu DOL-sistema na osnovu
date funkcije, i to pomo}u uvedenog pojma formule L-sistema. Tako|e,
navedeni su neki tipovi funkcija koje mogu biti funkcije rasta DOL-
-sistema.

1. Uvodne definicije

1. Za L-sistem ka`emo da je poznat ako su poznati svi ~lanovi skupa
slova V i skupa pravila P, kao i aksioma �.
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2. Du`inu re~i � zapisujemo sa ��� i ona predstavlja vrednost te re~i.

Ra~unanje vrednosti neke re~i je ustvari dodeljivanje svakom slovu u re~i
broj 1 i zatim sabiranje vrednosti svih slova u re~i. Zbog toga permuto-
vane re~i, tj. re~i koje su permutacija jedna druge, imaju istu vrednost.
Odavde sledi:

Lema 1. (bez dokaza) Ako u DOL-sistemu promenimo pravilo izvo-
|enja tako {to sledbenik zamenimo njegovom proizvoljnom permutacijom,
dobijamo L-sistem koji ima istu funkciju rasta. [ta vi{e, ona }e ostati ne-
promenjena i ako u proizvoljnom koraku izvo|enja napravimo proizvoljnu
permutaciju.

Definicija 3. Niz L-sistema G je niz prirodnih brojeva fG : N � N

~iji je prvi ~lan du`ina (vrednost) aksiome ( f ( )1 = ���), a ostali ~lanovi su

redom du`ine re~i izvedene iz aksiome po pravilima L-sistema. Broj fG(n)
je n-ti ~lan niza L-sistema G i predstavlja du`inu n-te re~i (ra~unaju}i da
je aksioma prva re~), a nazivamo ga i op{tim ~lanom niza L-sistema. Niz
f G( ) obele`avamo jo{ i sa ( f n

G
( ))n.

Definicija 4. Vi{e istih uzastopnih slova AA … A (k slova) mo`emo
skra}eno zapisati sa A

k
, gde je k broj slova koja se ponavljaju, k � N.

PRIMER 1. AABBBBBC = A
2
B

5
C

Definicija 5. Konstantno slovo C je slovo sa pravilom C C� . Ovo
pravilo se ne mora zapisivati, ali se uvek ubraja u ~lanove skupa P.

U DOL-sistemima svakom slovu, odnosno svakom elementu skupa
V, pripisuje se ta~no jedno pravilo (u krajnjem slu~aju pravilo koje ga pre-
slikava u sebe samog), tako da se skup P formira od ta~no onoliko ele-
menata koliko ih ima V. Dakle, broj elemenata skupa P u DOL-sistemu

G = �V, �, P� jednak je broju elemenata skupa V; odnosno, broj pravila u
svakom DOL-sistemu jednak je broju slova.

Definicija 6. Ako je G = �V, �, P�, DOL-sistem sa alfabetom V =

�A1, A2…Am� , aksiomom � 	 A A A
b b bm1 2

� , gde je b
i
� N0 za

i � �1, 2 … m� i skupom pravila: P = �p p p
m1 2, ,� �, pravilo p1 : A1 �

� �A A A
c c

m

c m

1 2
1 2 , c

i
� N0 za i � �1, 2 … m� , obele`avamo sa

p A1 1( ) 	 A A A
c c

m

c m

1 2
1 2� .

Teorema 1 . Ako je p A1 1( ) 	 A A A
c c

m

c m

1 2
1 2� , c

i
� N0 za i �

� �1, 2 … m�, onda je

p A p A A A A A A A A
d c c

m

c d c d c dm

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2
1 1 2 1 1 1 2( ) ( ) ( )	 � 	 � 	 2 1�Am

c dm �

Sa p( )� obele`i}emo re~ izvedenu iz aksiome pomo}u G, odnosno:

p p A A A
b b

m

bm

1 1 1 2
1 2( ) ( )� 	 �

	 p A p A p A
b b

m

bm

1 2
1 2( ) ( ) ( )�
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	 ( ( )) ( ( )) ( ( ))p A p A p A
b b

m m

bm

1 1 2 2
1 2

�

b
i
� N0 za i � �1, 2 … m�. Ovo izvo|enje naziva}emo prvim korakom

izvo|enja, a p f( ) ( )� 	 2 drugom re~i L-sistema. Drugi korak izvo|enja
zapisujemo:

p p p( ( ))� 	 [p A p A p A
b b

m m

bm

1 1 2 2
1 2( ) ( ) ( )� ]

pa je tre}a re~ p p p f( ( )) ( ) ( )� �	 	2 3 .

Re~ dobijena n-tim korakom izvo|enja bi}e (n + 1)-va re~, odnosno

(n + 1)-vi ~lan niza L-sistema: f n p p p
n n( ) ( ) ( ( ))� 	 	 �1 1� � .

Sada mo`emo dopuniti definiciju 3:

Definicija 7. Ako je G = �V, �, P� DOL-sistem, onda je njegov niz

( ( ))f n
G n

koji preslikava skup N u N definisan sa f n( ) 	 �p
n�1 ( )� �.

Za n 	 1, f ( )1 	 �p
0 ( )� � = ���.

Jedna od posledica teoreme 1 je slede}a lema.

Lema 2. Neka je p A1 1( ) 	 A A A
c c

m

c m

1 2
1 2� , c

i
� N0, i c1 + c2 + … +

+ cm = k, odnosno, neka je du`ina sledbenika slova A1 : �p A1 1( )� 	 k.

Ako je b � N, onda je:

[( ( ))p A
b

1 1
] 	 �k b.

Dokaz. Na osnovu prve teoreme: ( ( ))p A
b

1 1 = ( )A A A
c c

m

c bm

1 2
1 2� =

= A A A
c b c b

m

c bm

1 2
1 2 � , pa je:

[( ( ))p A
b

1 1
] = [A A A

c b c b

m

c bm

1 2
1 2 � ] 	 � ��� 	c b c b c bm1 2

	 � ��� 	 �b c c c k bm( )
1 2

Teorema 2. Ako je G = �V , �, P� poznati DOL-sistem, sa funkcijom

rasta fG, onda je i DOL-sistem �G = � � � �V P, ,� � sa funkcijom rasta

f k f
G G� 	 � , k � N poznat i odre|ujemo ga na slede}i na~in:

� 	V V

� 	� �k

� 	P P

Dokaz. Doka`imo da je uslov � 	� �k potreban i dovoljan za formi-
ranje L-sistema �G pomo}u matemati~ke indukcije.

Induktivna hipoteza je da ako je L-sistem �G = � � � �V P, ,� � takav da

je � 	� �k , gde je � aksioma L-sistema G = �V P, ,� �, onda za nizove

ovih L-sistema va`i f k f
G G� 	 � .

Proverimo da li hipoteza va`i za prva dva ~lana nizova, odnosno na-
|imo du`ine prve dve re~i u oba L-sistema.
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Neka je �p A1 1( )� = t1 , �p A2 2( )� = t 2 , … �p A
m m
( )� = t

m
, t

i
� N za

i � �1, 2, …m�.
Du`ine prve dve re~i L-sistema G bi}e:

f
G
( )1 = ��� = �A A A

c c

m

c m

1 2
1 2� � = c c c

m1 2� ���

f
G
( )2 = �p( )� � = �( ( )) ( ( )) ( ( ))p A p A p A

c c

m m

c m

1 1 2 2
1 2� �� (1)

pa na osnovu leme 2 iz (1) dobijamo:
f t c t c t c
G m m
( )2 1 1 2 2	 � ���

U L-sistemu �G du`ine prve dve re~i su:

f
G �( )1 = � �� � = �( )A A A

c c

m

c km

1 2
1 2� � = �A A A

c k c k

m

c km

1 2
1 2 � � =

= c k c k c k
m1 2� ��� = k c c c

m
( )1 2� ���

f
G �( )2 = �p( )�� � = �p

k( )� ��

S druge strane, ako je � = A A A
c c

m

c m

1 2
1 2� , c

i
� N0 za i� �1,…, m�,

onda je:

p
k( )� = p A A A

c c

m

c km(( ) )1 2
1 2� = ( ( ))p A A A

c c

m

c km

1 2
1 2� =

= ( ( ) ( ) ( ))p A p A p A
c c

m m

c km

1 1 2 2
1 2 � =

= ( ( )) ( ( )) ( ( ))p A p A p A
c k c k

m m

c km

1 1 2 2
1 2 �

= ( ( )) ( ( )) ( ( ))p A p A p A
c k c k

m m

c km

1 1 2 2
1 2 � ,

pa je:

f
G �( )2 = �( ( )) ( ( )) ( ( ))p A p A p A

c k c k

m m

c km

1 1 2 2
1 2 � �

= �( ( ))p A
c k

1 1
1 � + �( ( ))p A

c k

2 2
2 � + … + �( ( ))p A

m m

c km �

Ako ponovo iskoristimo lemu 2, iz poslednjeg imamo:
f
G �( )2 = t c k t c k t c k

m m1 1 2 2� ��� ,

odnosno
f
G �( )2 = k t c t c t c

m m
( )1 1 2 2� ��� .

Dakle,
f
G �( )1 = k c c c

m
( )1 2� ��� = k f

G
� ( )1

f
G �( )2 = k t c t c t c

m m
( )1 1 2 2� ��� = k f

G
� ( )2

Pretpostavimo sada da je f i
G �( ) = k f i

G
� ( ), odnosno:

f i
G �( ) = k � �p

i�1 (�)� �	
, i doka`imo da je: f i
G � �( )1 = k f i

G
� �( )1 .

Ako je f i
G
( ) = �p

i�1 ( )� � = A A A
d d

m

dm

1 2
1 2� , onda je na osnovu pretpo-

stavke (*):

f i p A A A
G

i kd kd

m

kdm

�
�	 � 	 �( ) ( )1

1 2
1 2�

gde su vrednosti d
i
� N0, i� �1, 2,..., m� zbirovi svih slova sa indeksom

i u re~i (redosled slova nije bitan, pa ih na osnovu leme 1 mo`emo na
ovaj na~in sortirati). Tada imamo:

f i
G � �( )1 = �p

i ( )�� � = �p p
i( ( ))� �1 � � = �p A A A

d d

m

dm( )1 2
1 2� � =
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= �( ( ))( ( )) ( ( ))p A p A p A
kd kd

m m

kdm

1 1 2 2
1 2 � � =

= �( ( ) )p A
d k

1 1
1 � + �( ( ) )p A

d k

2 2
2 � + … + �( ( ) )p A

m m

d km � =

= t d k t d k t d k
m m1 1 2 2� ��� = k t d t d t d

m m
( )1 1 2 2� ��� =

= k � (�( ( ))p A
d

1 1
1
� + �( ( ))p A

d

2 2
2 � + … + �( ( ))p A

m m

dm �) =

= k � (�p A A A
d d

m

dm( )1 2
1 2� �) = k � �p p

i( ( ))�1 � � = k � �p
i ( )� � =

= k f i
G

� �( )1

~ime je teorema dokazana. �
Teorema 3. Ako su G1 = �V1 , �� , P1 � i G 2 = �V2 , �� , P2� poznati

DOL-sistemi sa funkcijama rasta f
G 1

i f
G 2

, onda je i DOL-sistem

�G = � �V , �� , �P �

sa funkcijom rasta

f f fG G G� 	 �
1 2

f n f n f nG G G� 	 �( ) ( ) ( )
1 2

(2)

poznat. Sinteti{emo ga na slede}i na~in:
� 	 �V V V1 2

� 	� � �1 2

� 	 �P P P1 2 (3)
Pritom, elementima skupova V1 i V2 potrebno je izmeniti oznake tako

da bude V V1 2� 	 � (kako se u uniji (3) ne bi javilo vi{e pravila za isto
slovo).

Dokaz. Doka`imo teoremu pomo}u matemati~ke indukcije.
Proverimo da li jednakost f n f n f n

G G G� 	 �( ) ( ) ( )
1 2

va`i za n = 1:

�1 1 2
1 2	 �A A A

c c

m

c m

�2 1 2
1 2	 �B B B

d d

m

dm

f
G �( )1 = �� �1 2� = c c c d d d

m m1 2 1 2� ��� � � ��� =

= f f
G G1 2

1 1( ) ( )�
Pretpostavimo da jednakost (2) va`i za neko k:

f k f k f k
G G G� 	 � �( ) ( ) ( )

1 2
�p

k ( )�� � = �p
k ( )�1 � + �p

k ( )�2 �

i doka`imo da va`i za k �1:

f k
G � �( )1 = �p p

k( ( ))�� � = �p p
k( ( ))� �1 2 � (4)

Kako su �1 i �2 dve aksiome koje nemaju nikakav uticaj jedna na
drugu kad su spojene (jer se radi o DOL-sistemu), pretvaranje jedne nema
uticaja na pretvaranje druge. Tako|e, pretvaranje obe aksiome dok su
spojene isto je pretvaranju svake pojedina~no i zatim dopisivanju rezultata
jedan uz drugi, po{tuju}i, naravno, redosled aksioma. Prema tome:

p p p( ) ( ) ( )� � � �1 2 1 2	
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pa samim tim i:

p p p
k k k( ) ( ) ( )� � � �1 2 1 2	 .

Zato iz (4) sledi:

f k
G � �( )1 = �p p p

k k( ( ) ( ))� �1 2 � = �p p p p
k k( ( )) ( ( ))� �1 2 � =

= �p p
k k� �1

1
1

2( ) ( )� � � = �p
k �1

1( )� � + �p
k �1

2( )� � =

= f k f k
G G1 2

1 1( ) ( )� � �
{to je i trebalo dokazati. �

PRIMER 2. Neka su funkcije rasta DOL-sistema L1 i L2 : f n n
L 1

( ) 	
i f n

L

n

2
2( ) 	 . Ovi L-sistemi su nam poznati (v. primer 13):

L1 = �V1 , �� , P1 �, V1 	 �A, B�, �1 	 A, P1 	�p p1 2, �: p A AB1 ( ) 	 ,

p B B2 ( ) 	
L2 = �V2 , �� , P2�, V2 	 �M�, �2 	 MM , P2 	 �t1 �: t M MM1 ( ) 	

Na osnovu prethodne dve teoreme L-sistem G = �V , �, P� sa fun-

kcijom rasta f n n
G

n( ) 	 �5 2 , odnosno f f f
G L L
	 � �5

1 2
tako|e nam je

poznat:

V V V	 �1 2 = �A, B, M�,

� 	 	� �1 2
5

A MM ,

P P P	 � 	1 2 �p p t1 2 1, , �: p A AB1 ( ) 	 , p B B2 ( ) 	 , t M MM1 ( ) 	

Dakle, ovako }e izgledati niz re~i G L-sistema:

A MM
5 , A B MMMM

5 5 = A B M
5 5 4 , A B B M

5 5 5 8 , A B B M
5 5 10 16…

a niz G L-sistema odatle je:
7, 14, 23, 36, 57…

A iz formule f n n
G

n( ) 	 �5 2 , zamenjuju}i n redom sa 1, 2, 3…

dobijamo upravo ovaj niz.

2. Formula L-sistema ako nema po~etnog koraka

U ovom delu razmatra}emo samo DOL-sisteme ~iji je prvi ~lan niza
jednak 1 (aksioma se sastoji od jednog slova), da bismo u slede}em ode-
ljku mogli da uop{timo zaklju~ke i za ostale DOL-sisteme.

Definicija 8. Formula DOL-sistema G = �V, �, P� je formula oblika
f n k C f n C f n C f n k
G G G k G
( ) ( ) ( ) ( )� 	 � � ��� � � ��0 1 11 1

� � ���� �C f n C f n C f n
k G k G k m Gm0 11( ) ( ) ( )

odnosno formula koja izra`ava (n + k)-ti ~lan niza DOL-sistema G preko
zbira k prethodnih ~lanova niza i m razli~itih nizova za koje su poznati

DOL-sistemi koji ih generi{u. Pri tome, n� N, (m, k)� N0 i �C0, C1, …

…, C
k m� � � N0, a G0, G1, …, Gm su poznati DOL-sistemi.
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Ako je za niz G DOL-sistema mogu}e na}i takvu formulu, ka`emo
da G mo`e biti formulisan.

Napomena: U daljem tekstu, pod nazivom „L-sistem” podrazumeva-
}emo isklju~ivo DOL-sisteme.

PRIMER 3. (Formula L-sistema sadr`i samo op{te ~lanove drugih ni-
zova, ne i prethodne ~lanove sopstvenog – nerekurentna formula)

Neka je funkcija rasta L-sistema G = �V, �, P� f n n
G
( ) 	 �5 3. For-

mula ovog L-sistema bi}e:
f n f n f n
G H M
( ) ( ) ( )	 �5 3 ,

gde je f n n
H
( ) 	 , a f n

M
( ) 	 1. L-sistemi H i M su nam poznati:

H = �V P
H H H
, ,� � , V

H
= �A , B� , �

H
A	 , P = � p p

H H1 2
, � ,

p A AB
H 1

( ) 	 , p B BM
H 2

( ) 	 = �V P
M M M
, ,� �, V

M
= �m�, �

M
m	 , P =

� �p
M

�, p m m
M
( ) 	 .

Dakle, G mo`e biti formulisan.
PRIMER 4. (Formula L-sistema koja sadr`i i prethodne ~lanove sop-

stvenog niza – delimi~no rekurentna formula)

Neka je funkcija rasta L-sistema �G = � � � �V P, ,� � f n n
G � 	( ) 2 . For-

mulu ovog L-sistema izra~unavamo na slede}i na~in:

f n n n f n f n f n
G G H M� � 	 � � 	 � �( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 22

gde su L-sistemi H i M isti kao u prethodnom primeru.
PRIMER 5. (Formula L-sistema koja sadr`i isklju~ivo prethodne ~la-

nove sopstvenog niza – rekurentna formula)
L-sistem koji generi{e Fibona~ijev niz dobro je poznat:

��G = � �� �� ��V P, ,� � , ��V = �A , B� , �� 	� B, ��P = � p p1 2, � ,

p A AB1 ( ) 	 , p B A2 ( ) 	 . Formula ovog L-sistema jednaka je rekurentnoj
formuli Fibona~ijevog niza:

f n f n f nG G G�� �� ��� 	 � �( ) ( ) ( )2 1 .

Formule L-sistema omogu}avaju laku sintezu svakog DOL-sistema
koji mo`e biti formulisan. Svaki ~lan zbira sa desne strane formule L-sis-
tema zapravo je niz nekog drugog L-sistema ~iji su nam skupovi slova i
pravila, kao i aksioma poznati (radi razlikovanja, te aksiome zva}emo
podaksiomama). Oni odre|uju podskup slova i podskup pravila tra`enog
L-sistema, kao i deo njegove aksiome ili ~itavu aksiomu (v. teoremu 4).

Definicija 9. Ako je formula L-sistema rekurentna ((n k� )-ti ~lan je po-
tpuno odre|en prethodnim ~lanovima) ili delimi~no rekurentna ((n k� )-ti
~lan je odre|en bar jednim prethodnim ~lanom i jednim ~lanom drugog
niza), onda su podaksiome odre|ene tim prethodnim ~lanovima podaksi-
ome vi{eg ranga i ~ine skup podaksiomi vi{eg ranga.
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Rang se odre|uje prema blizini indeksa prethodnog ~lana indeksu
( )n k� : najvi{eg ranga bi}e podaksioma ~lana ~iji je indeks najbli`i in-
deksu ( )n k� , a najni`a podaksioma vi{eg ranga bi}e podaksioma ~lana
niza u formuli sa najmanjim indeksom.

PRIMER 6. Ako je:

f n f n f n f n f n f nG G G G J J( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 	 � � � � � � �3 5 3 1 2 1

formula nekog L-sistema G, onda skup podaksiomi vi{eg ranga ~ine pod-
aksiome koje su odre|ene sa prva tri ~lana zbira. Podaksiomu najvi{eg
ranga odredi}e ~lan f n

G
( )� 2 , slede}a po rangu }e biti podaksioma od-

re|ena ~lanom f n
G
( )�1 , a najni`a po rangu u ovom slu~aju je podaksi-

oma odre|ena ~lanom f n
G
( ).

f n
J
( ) i f n

J
( )�1 nisu prethodni ~lanovi niza G ve} ~lanovi niza J, pa

njihove podaksiome ne pripadaju skupu podaksioma vi{eg ranga.
Definicija 10. Neka su C f n

G0 ( ), C f n
G1 1( )� , …, C f n j

j G
( )� ,

j k	 �1, ~lanovi formule nekog L-sistema. Nazivamo ih prethodnim ~la-
novima niza L-sistema. Podaksioma najvi{eg ranga je podaksioma � jed-
naka slovu S, pri ~emu za S va`i pravilo:

A Aj j

C

j

j� � �� � �
0 1 1

�,

gde su � � �0 1 1� �j sve ostale podaksiome vi{eg ranga u formuli (one koje
postoje), � sve ostale podaksiome u formuli, a C

j
koeficijent uz ~lan

f n j
G
( )� , pri ~emu je, prema definiciji podaksiome najvi{eg ranga,

( )n j� najve}i indeks me|u prethodnim ~lanovima manji od ( )n k� .

^lanovi oblika C f n i
i G

( )� , i� �0, 1, 2, …, j �1� za koje je C
i
= 0

daju nam ostale podaksiome vi{eg ranga:

�
i i

C
A i	

p A A
vi i i
: � �1

gde je A
i�1 slede}a podaksioma vi{a po rangu, C

i
koeficijent ispred ~lana

f n i
G
( )� u formuli, a p

vi
pravilo vi{eg ranga. Skup svih pravila ~iji su

prethodnici podaksiome vi{eg ranga (A
i
) nazivamo skupom pravila vi{eg

ranga.

Teorema 4. Ako je niz DOL-sistema G = �V, �, P� niz koji se mo`e
formulisati, i ~ija je formula:

f n k C f n C f n C f n k
G G G k G
( ) ( ) ( ) ( )� 	 � � ��� � � ��0 1 11 1

� � ���D f n D f n D f n
G G m Gm1 21 2

( ) ( ) ( )
onda je G mogu}e sintetisati, i to na slede}i na~in.

Neka su G1 , G 2 , …, G
m

DOL-sistemi sa slede}im osobinama:

G1 = �V P1 1 1, ,� �, G 2 = �V P2 2 2, ,� �, …, G
m
= �V P

m m m
, ,� �.

Koeficijenti ispred ~lanova ovih L-sistema u formuli menjaju njihove aksi-
ome na slede}i na~in:
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� �
i i

Di	 , i � �0, 1, 2, …, m�

i one postaju podaksiome tra`enog DOL-sistema. Tada }emo za G imati:

1. V V V V V
m vr

	 � � � �1 2 . . . , gde je V
vr

= �A A A
j0 1, , ,� � skup

podaksioma vi{eg ranga;
2. aksioma � je jednaka podaksiomi najvi{eg ranga;

3. P P P P P
m vr

	 � � � �1 2 . . . , gde je P
r� =�p p p

v v vk0 1, , ,� � skup

pravila vi{eg ranga, za koja va`i:

p A A p A A
vj j j

C

j i vi i i

j( ) ( )	 � 	� �� � �0 1 1 1�

Dokaz. Na osnovu teorema 2 i 3 o~igledno je da drugi deo formule
(~lanovi nizova drugih L-sistema) uslovljava da tra`eni L-sistem sadr`i
slova i pravila tih drugih L-sistema. Tako|e, njihove aksiome na osnovu

teoreme 2 postaju podaksiome tra`enog L-sistema: �
i
= �

i

Di , i� �1, 2,…,

m�, a na osnovu teoreme 3, one su spojene � � �1 2� m
.

Me|utim, prvi deo formule (prethodni ~lanovi istog niza) odre|uju
skup podaksioma vi{eg ranga � 0 , �1 , …, �

j�1 , a pravila koja se odnose
na njih su oblika:

p A A
vi i i
: � �1 .

Na ovaj na~in dobijamo prethodne ~lanove niza: slova kasne za po
onoliko koraka izvo|enja koliko su odaljeni od (n k� )-tog ~lana sa leve
strane. Dakle, prvo imamo podaksiomu najvi{eg ranga: A

j
. Zatim se ona

pretvara u niz spojenih podaksioma:

A
j

C

j m

j� � �1 2 1 1 2� �� � � �

Odatle od podaksioma oblika �
i
redom nastaju podaksiome vi{eg

ranga, a od podaksioma oblika �
i
po pravilima ostalih L-sistema po~inje

izvo|enje svakog od tih nizova. Kao posledicu dobijamo re~ ~iji je broj
slova jednak zbiru slova u re~ima svih ostalih L-sistema u tom izvo|enju i
tra`ena slova svih prethodnih ~lanova (~ije je izvo|enje kasnilo na odgo-

varaju}i na~in.) �
PRIMER 7. Konstrui{imo L-sistem G = �V, �, P� ~ija }e funkcija

rasta biti f n n( ) 	 2 . Iz primera 4 imamo njegovu formulu:

f n f n f n f n
G G H M
( ) ( ) ( ) ( )� 	 � �1 2 ,

gde je f n n
H
( ) 	 i f n

M
( ) 	 1, i: H = �V P

H H H
, ,� �, V

H
= �A, B�, �

H
= A,

P
H

= �p p
H H1 2

, �, p A AB
H 1

( ) 	 , p B B
H 1

( ) 	

M = �V P
M M M
, ,� �, V

M
= �m�, �

M
m	 , P

M
= �p

M
�, p m m

M
( ) 	 .

Pritom, zbog broja 2 ispred drugog ~lana, aksioma odre|ena H L-si-

stemom postaje �
H

A	 2 .
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Kako je f n
G
( ) prethodni ~lan niza, to }e podaksioma odre|ena ovim

~lanom biti podaksioma najvi{eg ranga:� 	 S, p S S SA m
H M1

2( ) 	 	� �

i formira}e skup podaksioma vi{eg ranga i skup pravila vi{eg ranga.

V V V V
H M vr

	 � � = �S A B m, , , �

� 	 S

P P P V
H M vr

	 � � = �p p p p
H H M1 2 1, , , � :

p S SA m1
2( ) 	 , p A AB

H 1
( ) 	 , P B B

H 2
( ) 	 , p m m

M
( ) 	 .

Provera: S, SA
2
m, SA

2
mA2B2

m, SA
2
mA

2
B

2
mA

2
B

2
B

2
m, SA

2
mA

2
B

2

mA
2
B

2
B

2
mA

2
B

2
B

2
B

2
m… Odnosno: 1, 4, 9, 16, 25…

Iz ovog primera mo`e se uo~iti da slova m i B koja imaju iste sled-
benike mo`emo smatrati jednakima. L-sistem G mo`e izgledati ovako:

V 	 �S A B, , �

� 	 S

P 	 �p p p
H H1 2 1, , �:

p S SA B p A AB p B B
H H1

2

1 2
( ) , ( ) , ( )	 	 	 .

i da}e niz: S SA B SA BA B SA BA B A B SA BA B A B A B, , , ,2 2 2 3 2 2 3 2 5 2 2 3 2 5 2 7 …

Odatle mo`emo izvesti slede}i zaklju~ak:
Slova sa istim sledbenicima u jednom L-sistemu su slova koja daju

sebe i/ili isti niz (nekih drugih) slova; ovakva slova (i njihova pravila)

mogu se smatrati istima i mogu se zameniti samo jednim od slova sa istim

sledbenicima i njegovim pravilom.
Postavlja se pitanje, me|utim, {ta se de{ava sa sintezom L-sistema

ako se u formuli pojave prethodni ~lanovi drugih nizova, a ne samo n-ti
(def. 8). Da li je sinteza mogu}a? Pro{irimo definiciju 8 tako da obuhvati i
ove ~lanove i pogledajmo {ta }e se desiti sa teoremom 4.

Definicija 11. Potpuna formula DOL-sistema ima slede}i oblik:
f n k C f n C f n C f n k
G G G k G
( ) ( ) ( ) . . . ( )� 	 � � � � � � �1 2 1 1

� � � � � � � �D f n D f n D f n k
G G k G1 2 11 1 1 1

1 1( ) ( ) . . . ( )
� � � � � � � �E f n E f n E f n k

G G k G1 2 22 2 2 2
1 1( ) ( ) . . . ( )

�

� � � � � � �Z f n Z f n Z f n k
G G k G mm m m m1 2 1 1( ) ( ) . . . ( ),

gde su n N m k N� �, ( , ) 0 , �C C
k1 , ,� �� �N G G

m0 1, , , poznati DOL-

-sistemi i D N
i
� 0 , za i � �1 2 1, , . . . , k �, E N

i
� 0 , za i � �1 2 2, , . . . , k �,

… Z N
i
� 0 , za i � �1 2, , ,� k

m
�.

PRIMER 8. Neka su M i G L-sistemi i neka su njihove formule:
f n f n f n
N N N
( ) ( ) ( )� 	 � �4 2 3 (5)

f n f n f n f n
M M M M
( ) ( ) ( ) ( )� 	 � � �1 3 7 1 (6)

f n f n f n f n f n f n
G G G M M N
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 	 � � � � � � �3 2 2 1 (7)
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U formuli (5) niz L-sistema N izra`en je samo preko prethodnih
~lanova istog niza, pa je nazivamo rekurentnom; u formuli (6) niz zavisi
od prethodnih ~lanova istog niza, ali i n-tog ~lana niza fN – delimi~no je
rekurentna; formula (7) je najslo`enija: ~lan niza fG zavisi od prethodnih
~lanova istog niza, od n-tog i (n + 2)-og ~lana niza fM i (n + 1)-og ~lana
niza fN, pa je nazivamo potpunom. Dakle, formule (5) i (6) su obuhva}ene
i definicijom 8, dok definicija 11 obuhvata i (7).

Da bi na{li algoritam za sintezu DOL-sistem, a ~ija je formula po-
tpuna, prvo }emo proveriti jednostavniji slu~aj kada su svi ostali koefi-
cijenti osim C1 i D2 u potpunoj formuli jednaki nuli.

f n k C f n D f n
G G G
( ) ( ) ( )� 	 � �1 2 1

1 , (8)
za C1 = 1, D2 = 1.

Relacija (8) postaje:
f n f n f n
G G G
( ) ( ) ( )� 	 � �1 1

1
(9)

Na~in pronala`enja DOL-sistema ~ija je formula oblika (9) daje na-
redna lema.

Lema 3. Ako je f funkcija rasta DOL-sistema G 	 �V P, ,� �, koji

nam je poznat, a F funkcija rasta DOL-sistema G ' 	 �V P' , , '� � i ako je

p
n�1 ( )� n-ta re~ za koju va`i: F(n+1) = F(n) + f(n+1), odnosno:

F n f k
k

n

( ) ( )	
	
 

1

onda za G' va`i:

1. V V' 	 � �S�,
2. � = S – aksioma vi{eg (i najvi{eg) ranga u odnosu na �,
3. P P' 	 � �p

k �1 �, gde je pravilo p S Sp
k � �1 : ( )� (G L-sistem

ima k pravila).

Dokaz. Neka su du`ine re~i G L-sistema: ��� = a1 , �p( )� � = a2,

�p
2 ( )� � = a3, … �p

n ( )� � = an+1. Kako nema po~etnog koraka, to je a1 =

= 1, pa je �S� = 1 = a1.
U L-sistemu G' bi}e:
� = S,
p(�) = p(S) = Sp(�),
p
2(�) = p(p(�)) = p(Sp(�)) = p(S)p2(�) = Sp(�)p

2(�),
�

p
n(�) = p(p2(�)) = Sp(�)p

2 (�)p3(�)…p
n ( )�

Pa }e du`ine re~i u G' biti:

��� = �S� = a1

�p( )� � = �S
p
( )� � = a1 + a2,

�p
2 ( )� � = �S p

p
( ) ( )� �2

� = a1 + a2 + a3
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�p
3 ( )� � = �S p p

p
( ) ( ) ( )� � �2 3

� = a1 + a2 + a3 + a4

�

�p
n ( )� � = �S p p

p
( ) ( ) ( )� � �2 3� � = a1 + a2 + … + an + an+1

Dakle, du`ina ( )n �1 -ve re~i jednaka je zbiru prethodne re~i i

( )n �1 -ve re~i niza fG.
PRIMER 9. Funkcija F(n) = n mo`e se zapisati kao

F n f k
k

n

( ) ( )	
	
 

1

,

gde je f(n) = 1, pa je formula zapravo:
F n n F n f n( ) ( ) ( )� 	 � 	 � �1 1 1
Dakle, L-sistem konstrui{emo na slede}i na~in:
1. L-sistem sa funkcijom rasta (f(n))n ima slede}e osobine:

V 	 �M�, � 	 M , P 	 �p1 �, p M M1 ( ) .	

2. L-sistem sa funkcijom rasta (F(n))n ima}e slede}e osobine:

V ' 	 �M S, �,

� 	 S,

� 	P � � �p p1 2, �: ( ) , ( )� 	 � 	p M M p S SM1 2 . Dakle, mo`emo napisati

p M p M M1 1( ) ( )	 � 	 .

Ako proverimo, za 1. imamo niz:
M, M, M, M…

a za 2:
S, SM, SSM, SSSM…

Odnosno: 1, 1, 1, 1… i 1, 2, 3, 4…
Na osnovu zaklju~aka izvedenih iz leme 2 i prethodnih primera sa

formulama koje sadr`e samo po jedan prethodni ~lan drugih nizova, izvo-

dimo i zaklju~ke za sintezu DOL-sistema sa vi{e prethodnih ~lanova so-

pstvenog, ali i drugih nizova, pa dobijamo teoremu 5, dakle pobolj{anje

teoreme 4.

Teorema 5. Neka je G 	 �V P, ,� � L-sistem ~ija je formula:

f n k C f n C f n C f n k
G G G k G
( ) ( ) ( ) ( )� 	 � � ��� � � �0 1 1 1

� � � ��� � �D f n D f n D f n j
G G j G10 11 11 1 1

1( ) ( ) ( )
� � � ��� � �D f n D f n D f n j

G G j G20 21 22 2 1
1( ) ( ) ( )

�

� � � ��� �D f n D f n D f n j
m G m G mj Gm m m0 1 1( ) ( ) ( ) (10)

gde su:
n N m k j N j k C C C N G G G

k m
� � ! � �, , , , , , , . . . , , , , . . . ,0 0 1 0 1 21

poznati L-sistemi i

D N
li
� 0 , za l � �1, 2, … m� i i � ��� 1, 2, … j�.

Neka su G1, G2,...,Gm L-sistemi sa slede}im osobinama:
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G1 	 �V P1 1 1, ,� �, … G
m
	 �V P

m m m
, ,� �.

Tada }e skupovi V1,V2,…,Vm biti podskupovi tra`enog L-sistema, a sku-
povi P1, …, Pm podskupovi pravila.

Svi ~lanovi niza ovih L-sistema koji se pojavljuju u formuli odre|uju
isti podskup slova i podskup pravila tra`enog L-sistema, dok podaksiome
odre|ene tim ~lanovima ~ine skupove podaksioma. Tako imamo:

za i � �12, , . . . , m� svi ~lanovi niza Gi odre|iva}e redom:

(a) skup podaksioma " # " # " #$ �� � �0 1

0 1D D

j

Diji i

, , . . . ,

(b) podskup slova V
podi

	 �� � �0 1, , . . . ,
j
�

(c) i podskup pravila P
podi

	 �p p p
j� � �0 1

, , . . . , �

p p p p p p p
i i i j

j

j� � �� � �
0 10

1
1

2( ) ( ) ( ), ( ) ( ), . . . , ( )	 	 	 	� � � �1 ( );�
i

Dakle, p p
z z

z

i� �( ) ( )	 �1 � .

G se mo`e formulisati i to na dva na~ina, u zavisnosti da li u formuli
postoje ~lanovi iz reda (10).

1. Ako je bar jedan od koeficijenata C razli~it od nule (dakle, postoji
bar jedan prethodni ~lan niza G):

Prethodni ~lanovi niza G odre|uju:
– skup podaksioma vi{eg ranga:

�
i i

C

A
l	 i � �01 1, , . . . , j � �, �

j j
A	 ,

– podskup slova: V
r� 	 �A A A

j0 1, , . . . , �,

– i podskup pravila (skup pravila vi{eg ranga):

P
r� 	 �p A p A p A

o j j
( ), ( ), . . . , ( )0 1 1 �

p A A p A A p A A
o j j j0 1 1 1 2 1 1( ) , ( ) , . . . , ( )	 	 	� �

p A A
j j j

C

o j

j( ) . . . ,	 � � � ���1

gde su sa � ozna~ene sve ostale podaksiome u formuli.
� (to je � iz sledbenika pravila najvi{eg ranga, v. definiciju 10)
}e, dakle, biti jednako nizu:

" # " # " # " # " #� 	 �
�% % & &1 2 1 1 2

11 12 1 1 21 22D D

k

D D D

a
k

. . . . . .
( )

" # " # " # " #� � �
� �&

k

D D D

k

Dk i i ik

1 2 2 1

2 1 1 2 1( )

. . . . . .� � �

Onda }emo za G imati:
(a) V V V V V V V V V

m r pod pod podm
	 � � � � � � � � �1 2 3 1 2. . . . . .�

gde je V
r� skup podaksioma vi{eg ranga, a skupovi V

i
i V

podi
, i � �1, 2,

…m� podskupovi slova;
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(b) aksioma � je jednaka podaksiomi najvi{eg ranga: A
k
;

(c) P P P P P P P V P
m r pod pod podm

	 � � � � � � � � �1 2 3 1 2. . . . . .�

gde je V
r� , gde je P

r� skup pravila vi{eg ranga, a P
i
i P

podi
, i � �1, 2,

…m�, su podskupovi pravila.
2. Ako u formuli (10) nema nijednog prethodnog ~lana tra`enog niza

G, L-sistem dobijamo na slede}i na~in: skupovi V1, V2,…,Vm bi}e pod-
skupovi tra`enog L-sistema, a skupovi P1, P2,…,Pm podskupovi pravila.

Svi ~lanovi niza ovih L-sistema koji se pojavljuju u formuli odre|uju
isti podskup slova i podskup pravila tra`enog L-sistema, dok podaksiome
odre|ene tim ~lanovima ~ine skupove podaksioma. Tako imamo:

(a) V V V V V
m pod podm

	 � � � � �1 1. . . . . . , gde su skupovi V
i
i V

podi
,

i � �1, 2, …, m� podskupovi slova;
(b) aksioma � je jednaka S;

(c) P P P P P
m pod podm

	 � � � � �1 1. . . . . . , gde su P
i
i P

podi
, i � �1, 2,

…, m�, podskupovi pravila, a pravilo pS odnosi se na slovo S i jednako je
~lanovima skupa podaksioma dopisanim jedan do drugog:

p S
S

D D

j

D
i i ij( ) ( ) ( ) . . . ( )	 � � �'
0 1

1

Dokaz. Dokazom teoreme 4 ve} je dokazano da skup slova L-sistema
mora sadr`ati podskupove slova svih drugih nizova, kao i skup podaksi-
oma vi{eg ranga.

V V V V
m r

	 � � �1 . . . �

Isto tako, skup pravila sadr`i skupove pravila ostalih nizova i skup pravila
vi{eg ranga:

P P P P
m r

	 � � �1 . . . � .
Aksioma je bila jednaka aksiomi najvi{eg ranga.

Doka`imo prvo prvi deo teoreme 5.
Aksioma je ovde tako|e jednaka podaksiomi najvi{eg ranga. Potre-

bno je i dovoljno dokazati da skup slova mora da sadr`i podskupove osta-
lih podaksioma (a ne samo podaksioma vi{eg ranga), a skup pravila ostale
podskupove pravila odre|ene prethodnim ~lanovima drugih nizova.

Aksioma u prvom koraku izvo|enja pretvara se u sebe i niz ostalih
podaksioma. U drugom koraku izvo|enja svaka podaksioma daje svoje
sledbenike: podaksiome vi{eg ranga daju redom vi{e aksiome, a ostale
podaksiome, prema teoremi 5, daju razli~ite re~i iz svog niza. Ako se radi
o n-tom ~lanu niza, onda podaksioma odre|ena njime daje isti proizvod
kao {to bi dala aksioma tog niza, odnosno drugu re~. A ako se radi o
( )n i� -tom ~lanu niza u formuli, onda podaksioma daje (i + 1)-vu re~ iz
niza. Razlog za to je o~igledan: (n + i)-ti ~lan niza treba da da
( )n i� �1 -vi ~lan niza.

Dakle, u prvom izvo|enju, a i u svakom narednom, primenjuje se
pravilo za podaksiomu najvi{eg ranga (PNR), u drugom izvo|enju, osim
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njega, primenjuju se pravila iz skupa pravila vi{eg ranga, kao i pravila za
podaksiome, a zatim se u svakom slede}em izvo|enju uz pravilo za PNR
izvr{avaju pravila iz ostalih L-sistema: P P P P

m
	 � � �1 2 . . . .

Doka`imo i drugi deo teoreme 5.
On se odnosi na slu~ajeve kada u formuli nema prethodnih ~lanova

istog niza, pa pogledajmo po ~emu se ovaj slu~aj razlikuje od prethodnog.
Sada ne postoji skup podaksioma vi{eg ranga (PVR), pa samim tim ni
skupovi slova i pravila PVR, pa su oni izuzeti iz algoritma za sintezu L-
-sistema koji je kori{}en u prvom slu~aju. Tako|e, aksioma je umesto
PNR jednaka nekom slovu S za koje va`i pravilo pS koje je uvr{teno u
skup pravila tra`enog L-sistema, pri ~emu je:

p S
S

D D

j

D
i i ij( ) ( ) ( ) . . . ( )	 � � �'
0 1

1

Dakle, S u prvom koraku izvo|enja postaje niz podaksioma. One za-
tim dalje daju, isto kao u prvom slu~aju, naredne re~i svojih L-sistema.
Razlika izme|u S i PNR je u tome {to se S ne pretvara u sebe (nema do-
davanja prethodnih ~lanova istog niza) i {to nema podaksioma vi{eg
ranga.

Ovim razmatranjem teorema je dokazana. �
PRIMER 11. Neka je fF Fibona~ijev niz, pri ~emu je F poznat L-

-sistem f n f n f n f n
M M F F
( ) ( ) ( ) ( )� 	 � � �1 3 1 .

Od prethodnih ~lanova M niza imamo samo jedan ~lan fM(n). On od-
re|uje:

– podskup slova V
r� 	 �S�� aksiomu najvi{eg ranga � 	 S,

– podskup pravila P
vr

= �p
s
�, p S S

S
( ) 	 �;

U formuli M L-sistema nalazimo samo jedan niz (razli~it od tra`enog
niza fM): to je niz F L-sistema. Njegovi skupovi slova i pravila odre|uju
podskupove slova i pravila tra`enog M: VF i PF;

Niz fF zastupljen je sa dva ~lana: fF(n) i fF(n+1) i oni odre|uju sle-
de}e:

– podaksiome su O T
3 ,

– podskup slova odre|enih tim ~lanovima je V
pod1 	 �O T, �, a pod-

skup pravila P
pod1 	 �p p

O T
, �, p O p A

O
( ) ( ) ,	 	�

p T p AB
T
( ) ( )	 	2 �

M L-sistem }e biti:

V V V V
M r F pod
	 � � 	� 1 �S A B O T, , , , �,

� 	 S,

P P P P
M r F pod
	 � � 	� 1 �p p p p p

S O T
, , , ,1 2 �:

p S SO T
S
( ) 	 3 , p A AB1 ( ) 	 , p B A2 ( ) 	 , p O p A

O
( ) ( )	 	� ,

p T p AB
T
( ) ( )	 	2 �
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Proverimo koja slova imaju iste sledbenike i zamenimo ih: O = B ,

T = A, pa kona~no imamo M:

V V V V
M r F pod
	 � � 	� 1 �S A B, , �,

� 	 S,

P P P P
M r F pod
	 � � 	� 1 �p p p

S
, ,1 2�:

p S SB A
S
( ) 	 3 , p A AB1 ( ) 	 , p B A2 ( ) 	

Proverimo:

S, SB
3
A,SB

3
AA

3
BA, SB

3
AA

3
BAA

3
B

3
AAB, SB

3
AA

3
BAA

3
B

3
A ABA

3
B

3

A
3
ABABA…

1, 5, 10, 19, 33…

A ako u formuli f n f n f n f n
M M F F
( ) ( ) ( ) ( )� 	 � � �1 3 1 zamenimo

n sa �1, 2, 3, 4, 5�, pri ~emu imamo fF(1) = 1, fF(2) = 1 dobi}emo:
f
M
( )1 1	

f f f f
M M F F
( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 1 2	 � � = 1 + 3 + 1 = 5

f f f f
M M F F
( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 3	 � � = 5 + 3 + 2 = 10

f f f f
M M F F
( ) ( ) ( ) ( )4 3 3 3 4	 � � = 10 + 6 + 3 = 19

f f f f
M M F F
( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 4 5	 � � = 19 + 9 + 5 = 33

3. Formula L-sistema sa korakom

Definicija 12. Ako prvi ~lan niza (du`ina aksiome) nije jednak
jedinici ve} nekom ( )� , onda taj broj nazivamo po~etnim korakom i u
formuli ga zapisujemo na slede}i na~in:

f n k C f n C f n C f n k
G G G k G
( ) ( ) ( ) ( )� 	 � � ��� � �0 1 1

� � � ��� � �D f n D f n D f n k
G G k G10 1 11 1 1 11( ) ( ) ( )

� � � ��� � �D f n D f n D f n k
G G k G20 2 21 2 2 21( ) ( ) ( )

�

� � � ��� � �D f n D f n D f n k
m Gm m Gm mk Gm0 1 1( ) ( ) ( )

+ �(�

Teorema 6. Konstruisanje DOL-sistema sa po~etnim korakom isto je
kao kod DOL-sistema bez njega, osim {to je aksiomi potrebno dodati (
konstantnih slova. �

Napomena: Po~etni korak izdvajamo zagradama �(� upravo da ne bi

do{lo do me{anja sa konstantnim nizovima u formuli DOL-sistema.
Razlika izme|u njih i po~etnog koraka je upravo u ~injenici da se oni
dodaju svakom ~lanu, dok je po~etni korak dodat samo na po~etku, ak-
siomi, i vi{e se ne dodaje.
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PRIMER 12. Na|imo L-sistem G sa funkcijom rasta FG(n) = n + 5.
U primeru 6. konstruisali smo L-sistem sa funkcijom rasta F(n) = n i to

uz pomo} ~injenice da je n
k

n

	
	
 1

1

.

I sada }emo postupiti na sli~an na~in, osim {to }emo u formuli imati
i po~etni korak ( 	 5:

FG (n + 1) = FG(n) + f(n) + �5�,

gde f(n) = 1 odre|uje podaksiomu M i pravilo M�M, a FG(n) podak-

siomu vi{eg ranga S i pravilo S�SM. Po~etni korak �5� menja aksiomu
tako {to joj pove}ava du`inu za 5 konstantnih slova: � = SM

5. Dakle,
L-sistem G je oblika:

G 	 �V P, ,� �, V 	 �M S, �, � 	 SM
5

P 	 �p p1 2, �: p1(M) = M, p2(S) = SM.

A proverom se uveravamo da ovaj L-sistem ima tra`enu funkciju
rasta.

4. Stepena funkcija

Lako je utvrditi da je za svaku funkciju oblika f(n)= k
n poznat

DOL-sistem ~ija je to funkcija rasta.

Teorema 7. Ako je f(n)= k
n funkcija rasta DOL-sistema

G 	 �V P, ,� �, onda je: V = �A�, � 	 A
k , P 	 �p1 �, p1(A) =A

k.

Dokaz. � �	 	 	 	 	A p p A p A A A
k k k k k k, ( ) ( ) ( ( )) ( )1

2

.

Dakle: p A
n k

n

( )� 	 , pa je �p
n ( )� � = k. �

PRIMER 13. Na|imo L-sistem sa funkcijom rasta fG = 2n. Prema po-
slednjoj teoremi:

V = �A�, � = A
2, P 	 �p1 �: p1(A) = A

2.

Ako proverimo, ima}emo niz: A
2, A

4, A
8…

5. Polinomske funkcije

Sinteza DOL-sistema sa funkcijama rasta oblika f(n) = n
k nije tako

jednostavna kao sinteza onih sa stepenom funkcijom, ali olak{ana je
kori{}enjem formula DOL-sistema.

PRIMER 14. U primeru 4 na{li smo formulu L-sistema ~ija je

funkcija rasta f n n
G
( ) 	 2 , a u primeru 7 na{li smo i njegove osobine.

V = �S, A, B�
� 	 S

P = �p
H 1

, p
H 2

, p1 �: p A AB
H 1

( ) 	 , p B B
H 2

( ) 	 , p S SA B1
2( ) 	 .
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Konstrui{imo sada L-sistem sa funkcijom rasta f n n
T
( ) 	 3

. Njegova

formula je:

f n n n n
T
( )� 	 � � �1 3 3 13 2 = f n f n f n f n

T G H M
( ) ( ) ( ) ( )� � �3 3

G = �V, �, P�, V = �S, A, B�* � 	 S
3 , P = �p

H 1
, p

H 2
, p1 �:

p S SA B1
2( ) 	 , p A AB

H 1
( ) 	 , p B B

H 2
( ) 	 . (11)

H = �V P
H H H
, ,� �, V

H
= �A, B�, �

H
A	 3 , P

H
= �p p

H H1 2, �,

p A AB
H1 ( ) 	 , p B B

H 2 ( ) 	 (12)

M = �V P
M M M
, ,� �, V

M
= �m�, �

M
m	 , P

H
= �p

m
�, p m m

M
( ) 	

Kako su pravila iz (11) i (12) ista, mo`emo da ostavimo iste simbole
u oba skupa (V i VH).

Skup podaksiomi vi{eg ranga ima samo jedan ~lan: to je podaksioma
najvi{eg ranga �

T
T	 , a skup pravila vi{eg ranga jedno pravilo:

p T T
T
( ) 	 pT, T TS A m

M
� +� � 	 3 3 . Dakle:

A P p
r T r T� ��	 	, .

Opet mo`emo slovo m zameniti sa B jer su oba konstantna slova (sli-
kaju se sama u sebe).

Dakle, L-sistem G ima slede}e osobine:

V V V V V
T H M r
	 � � � 	� �T S A B, , , �

�
T

T	 ,

P P P P P
T H M r
	 � � � 	� �p p p p

T H H1 2 1 �:

p T TS AB
T
( ) 	 3 , p A AB

H
( ) 	 , p B B

H
( ) 	 , p S SA B1

2( ) 	 .

O~igledno je da na ovaj na~in mo`emo sintetisati L-sistem za svaku

funkciju oblika f n n
k( ) 	 , a samim tim (uz pomo} formule) i svaki L-si-

stem oblika:

F n c n c n c n n
k k

k
( ) 	 � ��� ��

1 2
1 1 0 ,

dakle, L-sistem sa polinomskom funkcijom rasta.
Zapi{imo pravila L-sistema G i T na slede}i na~in:
G : p1(S) = SA

2
B, p

H 1
(A) = AB, p

H 2
(B) = B;

T : pT(T) = TS
3
A

3
B, p1(S) = SA

2
B, pH(A) = AB, pH(B) = B.

Ako zapi{emo sledbenike svih pravila:
121, 11, 1;
1331, 121, 11, 1

lako se uo~ava sli~nost sa Paskalovim trouglom, odnosno binomnim koe-
ficijentima. Otud i slede}a teorema:

Teorema 8. DOL-sistem sa funkcijom rasta F n n
k( ) 	 ima}e aksi-

omu � 	 A
k i slede}a pravila:

A A A A A
k k k k

k k k k

k

� �
,

-
..
/

0
11

,

-
..

/

0
11

,

-
..
/

0
11 �

� �

0 1 2 1

1 2 1

,

-
..

/

0
11

,

-
..
/

0
11

A

k

k

0
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A A A A
k k k k

k k k

� � � ��
�,

-
..

/

0
11

�,

-
..

/

0
11

�,

-
..

/

1 1 2 3

1

0

1

1

1

2 0
11

�

�
,

-
..

/

0
11

�

�
,

-
..

/

0
11

�A A

k

k

k

k

1 0

1

2

1

1

A A A A
k k k k

k k k

� � � ��
�,

-
..

/

0
11

�,

-
..

/

0
11

�,

-
..

/

2 2 3 4

2
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Dokaz. Dokaza}emo teoremu pomo}u totalne matemati~ke indukcije.
Napomena: pravilo za slovo Ai }emo umesto sa pi(Ai ) u ovom do-

kazu obele`avati jednostavnije sa p(Ai).
Induktivna hipoteza je da je za svako i � N0 i za svako m � N, Ai

slovo koje posle m iteracija generi{e broj ( )m
i�1 , odnosno F m

i
( )�1 =

= �p A
m

i
( )� = ( )m

i�1 . Indukciju izvodimo po i.

Proverimo da li je za dati L-sistem Fi(1) = 1i = 1

F
i
( )1 	 ��� = �A

i
� = 1

Pretpostavimo da va`i:
Ai posle m iteracija generi{e broj (m + 1)i za svako 0 ! i ! n i za
svako m � N (*)

i doka`imo da va`i:
An+1 posle m iteracija generi{e broj (m + 1)n +1 za svako m�N

(**)
Za dokaz ponovo koristimo matemati~ku indukciju, ovog puta po m.
Za m = 0:

F
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Pretpostavimo da (**) va`i za neko m�N, i doka`imo da onda posle

m+1 iteracija An+1 generi{e broj ( )m
n� �2 1 .

Ako je (**), onda imamo:

F m
n� � 	1 1( ) �p A
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n
( )�1 � = ( )m
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a treba dokazati:
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Sada pomo}u formule
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Dakle:

Fn+1(m + 2) = �p A
m

n

�
�

1
1( )� = (m + 2)n+1

~ime je teorema dokazana. �

Zaklju~ak

Sinteza DOL-sistema na osnovu date funkcije rasta jedan je od ~esto
re{avanih problema iz teorije L-sistema. Prednost re{enja prikazanog u
ovom radu je njegova jednostavnost, koja je postignuta uvo|enjem ter-
mina: formula L-sistema, podaksioma vi{eg ranga i rang podaksiome. For-
mula L-sistema je formula koja izra`ava (n + k)-ti ~lan niza DOL-sistema
G preko zbira k prethodnih ~lanova tog niza i m razli~itih nizova za koje
su poznati DOL-sistemi koji ih generi{u. Ako je formula L-sistema G ne-
kog niza rekurentna ili delimi~no rekurentna, onda su podaksiome odre-
|ene prethodnim ~lanovima tog niza podaksiome vi{eg ranga i ~ine skup
podaksiomi vi{eg ranga. Rang se odre|uje prema blizini indeksa prethod-
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nog ~lana indeksu (n + k): najvi{eg ranga bi}e podaksioma ~lana ~iji je
indeks najbli`i indeksu (n + k), a najni`a podaksioma vi{eg ranga bi}e
podaksioma ~lana niza u formuli sa najmanjim indeksom. Kori{}enje
pojma rang podaksiome omogu}uje nam da lak{e doka`emo uvedene
teoreme i odredimo L-sistem za datu potpunu formulu L-sistema. Niz G

mo`e biti formulisan ako je za njega mogu}e na}i formulu L-sistema. Sa
na|enom formulom L-sistema lako se pronalaze slova, pravila i aksioma
tog L-sistema. Uz pomo} metode uvo|enja formule L-sistema u ovom
radu je obja{njen i jednostavan metod za sintezu DOL-sistema sa stepenim
i polinomskim funkcijama rasta.
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Synthesis of L-systems

L-system is a system of string rewriting – a type of formal grammars,
introduced by Aristid Lindenmayer and conceived as a mathematical the-
ory of plant development. The central concept of L-systems is that of re-
writing based on defining complex objects by successively replacing parts
of a simple initial object using a set of rewriting rules.

The essential difference between formal grammars and L-systems is
the method of applying rules. In the case of L-systems, we do parallel
substitution – all letters in a word are changed at the same time. The bio-
logical motivation for developing and researching L-systems is an inten-
tion to help describe the cells' division in multi cellular organisms where
many divisions are happening simultaneously.

In this work the problem of synthesis of the simplest class of L-sys-
tems – DOL-systems has been discussed, based on the given growth func-
tion and it has been proven that if we know some growth function, we can
easily find an L-system which defines it and the array determined by that
function. We established a method for the synthesisis based on the L-sys-
tem formula – a concept we introduced in order to denote the connection
between the (n + k)th member of the DOL-system sequence through the
sum of k previous members of that sequence, as well as the words from
other sequences generated by known DOL-systems. With this method, we
showed the algorithm for synthesis polynomial functions with natural co-
efficients.
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