Vukasin Stojisavljevic i Mihajlo Cekic¢

Generalizovane Fibonacijeve kocke

Generalizovana Fibonacijeva kocka Q(f) je uvedena kao graf dobijen iz d-dime-
nzionalne hiperkocke Qg uklanjajuci sve ¢vorove koji sadrze dati binarni string f
kao podstring. Pitanje kada je Qu(f) izometri¢an podgraf u Qg je potpuno resSeno
kada je f string duZine Sest. Razmatrana su neka pitanja koja se ticu Hamilto-
novih puteva u generalizovanim Fibonacijevim kockama. Dokazano je da Qu(1°)
uvek ima Hamiltonov put i reSeni su neki specijalni slucajevi f-a. Na kraju su pri-
kazane dve hipoteze koje se ticu izometricnosti Qa(f2) u Qg u zavisnosti od izome-
tricnosti Qa(f) u Qa i postojanja Hamiltonovog puta u Qa(150).

1. Uvod

Poznato je da hiperkocke i njeni podgrafovi imaju Siroku primenu u
kompjuterskim naukama. Fibonacijeve kocke je kao grafove prvi definisao
Hsu (1993), predlazuéi ih pritom kao model mreZe koja se koristi za
paralelno procesiranje. Kasnija uopStenja dovode do pojma generalizo-
vanih Fibonacijevih kocki. Ova relativno mlada oblast teorije grafova
ostavlja mnogo mesta za istraZivanje. Mi se u radu bavimo izometri¢noscéu
i hamiltonoSc¢u generalizovanih Fibonacijevih kocki.

1.1. Definicije

Prvo definiSemo pojam Hamiltonovog puta grafova.

Definicija 1.1. Hamiltonov put grafa G je put koji prolazi kroz sve
¢vorove iz G tano jednom. Osobinu da graf sadrZi Hamiltonov put
nazivamo hamiltono$cu.

Sada ¢emo formalno definisati pojmove hiperkocke i generalizovane
Fibonacijeve kocke.

Definicija 1.2. Hiperkocka dimenzije d, u oznaci Q; je graf Ciji su
¢vorovi svi binarni stringovi duzine d, pri ¢emu su dva ¢vora povezana
ako se razlikuju na tacno jednoj poziciji. Formalno, ¢vor b = b, b,... b, je
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povezan sa ¢vorom ¢ = ¢, c,... ¢, ako postoji tacno jedan indeks i tako
daje b, # c,.

Primetimo zaista da za dimenzije 2 i 3, ovako definisana hiperkocka
izgleda kao kvadrat odnosno kocka. Odatle inspiracija za definisanje ovog
pojma.
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Sada ¢emo definisati izometri¢an podgraf grafa G. Ova definicija je
od suStinskog znacaja kako za ovaj rad, tako i za izuCavanje generalizova-
nih Fibonacijevih kocki uopste.

Definicija 1.3. Podgraf H grafa G zovemo izometri¢nim ako vaZi da
je d;w,v) =d, (u,v) za svaka dva ¢vora iz H. To ¢emo oznaCavati sa:

H—G

da pokazemo da je H izometri¢an u G.

Na kraju dajemo definiciju generalizovane Fibonacijeve kocke.

Neka je binarni string b oblika b = uvw, dobijen spajanjem stringova
u, viw, gde uiw mogu da budu prazni. Tada kazemo da je v faktor
stringa b.

Definicija 1.4. Neka je f binarni string. Tada je generalizovana Fi-
bonacijeva kocka dimenzije d u oznaci Q, definisana sa skupom ¢vorova:

V(Q()) = {blb € V(Q), f nije faktor stringa b}.

Naziv generalizovane Fibonacijeve kocke dobile su po jednom speci-
jalnom slucaju. Naime za f'= 11 dobijamo Hsuovu definiciju Fibonacijeve
kocke (Hsu 1993). Primecujemo da se Fibonalijeva kocka dimenzije d
moZe razloZiti na dve Fibonacijeve kocke dimenzija d —11 d — 2 pa se
moZe pokazati da je u ovakvom grafu broj ¢vorova jednak F,, ,, gde je F,
n-ti Fibonacijev broj, pa odatle poti¢e i sam naziv. Primetimo jo§ da se
notacija za string f uzima zato Sto oznacava prva slova engleskih reci for-
bidden factor.
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1.2. Oznake

U ovom odeljku nabrajamo osnovne oznake i nazive koje ¢emo
koristiti u daljem radu.

1) Za binarni string b definiSimo njegov binarni komplement u
oznaci b.

2) Za dva binarna stringa b i ¢ jednake duZine, definiSimo njihov zbir
u oznaci b + ¢ kao zbir po odgovarajuim bitovima uzet po modulu 2.

3) OznaCimo sa b + ¢, string dobijen tako sto se u stringu b promeni
bit na i-toj poziciji.

4) Za binarni string b = b, b,... b, duZine d, oznaCimo sa b® njegov
obrnuti string, b* =b,... b,b, .

5) Niz uzastopnih istih cifara nula ili jedinica(koji ne moZe da se
produzi) u binarnom stringu » zvacemo blokom stringa b.

1.3. Leme

Na kraju navodimo dve osnovne leme koje se tiCu izometri¢nosti
generalizovanih Fibonacijevih kocki bez dokaza. Dokaz moZete naci u Ili¢
et al. (2009).

Lema 1.1. Neka je f binarni string duzine r i neka je 1 < d <r. Tada
Jje Q4 = Oy

Lema 1.2. Neka je f binarni string i d = 1. Tada je Q,(f) izomorfan
sa 0,() iQ,(".

Ove leme ¢emo u radu koristiti bez pozivanja.
1.4. Rezultat rada

U radu je u potpunosti ispitana izometri¢nost Q,(f) u O, kada je f
string duZzine 6. Takode je dokazano da postoji Hamiltonov put u Q,(1°) i

0,(110).

ZBORNIK RADOVA 2010

Slika 2.
Fibonacijeva kocka
dimenzije 4, Q4(11)

Figure 2.

Fibonacci 4-dimension
hypercube, Q4(11)

MATEMATIKA - 89



2. Karakterizacija izometri¢nosti za stringove
duZine Sest

Izometri¢nost je jedan od glavnih problema koji se ticu generalizo-
vanih Fibonacijevih kocki. U ovom odeljku je u potpunosti reSen problem
izometri¢nosti generalizovanih Fibonacijevih kocki u hiperkocama za
stringove duzine Sest. Inspiracija za to dolazi iz rad Ilica i saradnika (Ili¢
et al. 2009) gde je problem reSen za stringove duZine manje od Sest.

2.1. Poznati rezultati

Sledece teoreme su preuzete iz Ili¢ er al. (2009). Teoreme se ticu
izometri¢nosti za stringove koji se sastoje od jednog, dva ili tri bloka, kao
i nekih slucajeva periodi¢nih stringova.

Naredna teorema je karakterizacija za stringove od jednog bloka.

Teorema 2.1. Neka je s = 1. Tada:

0,1’ Q,

Zatim navodimo karakterizaciju za stringove od tri bloka.

Teorema 2.2. Neka r, s, t > 1inekad=r +s + t + 1. Tada:

Qd(lroxll) HL) Qd

Ova teorema se tice stringova od dva bloka.

Teorema 2.3. Neka je d = 2. Tada:

()Zar>1,0,0'0) = Q,.

(i) Zas >2,0,0°0°) > Q, < d < s+ 4.

(iii) Zar; s 23,0,4'0°) > Q, & d < 2r +3s-3.

Navodimo jo§ dve teoreme o periodi¢nim stringovima.

Teorema 2.4. Neka s > 1. Tada:

0,010))— Q,
Teorema 2.5. Neka s > 1. Tada:
0,1°01°0) — Q,

2.2. Nasi rezultati

Sada dajemo kompletnu karakterizaciju stringova duZine 6. Za svaki
string f u zagradi navodimo teoremu koja opisuje izometri¢nost Q,(f).
Tvrdenja 3.1, 3.2 1 3.3 su data nakon karakterizacije.

Nakon izbacivanja nekih potencijalnih stringova koriS§éenjem leme
1.2 ostaje da se okarakteriSe izometri¢nosti za sledece stringove:

000000 (Teorema 2.1)

000001 (Teorema 2.3)

000010 (Teorema 2.2)

000011 (Teorema 2.3)
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000100 (Teorema 2.2)

000101 (Tvrdenje 2.1)

000110 (Teorema 2.2)

000111 (Teorema 2.3)

001001 (Teorema 2.5)

001010 (Tvrdenje 2.1)

001011 (Tvrdenje 2.2)

001100 (Teorema 2.2)

001101 (Tvrdenje 2.3)

001110 (Teorema 2.2)

010001 (Tvrdenje 2.2)

010010 (Tvrdenje 2.2)

010101 (Teorema 2.4)

010110 (Tvrdenje 2.2)

011001 (Tvrdenje 2.3)

011110 (Teorema 2.2)

U ovoj verziji teksta rada naveSéemo formulacije i dokaze tvrdenja
2.1, 2.2 1 2.3. Za dokazivanje nekih specijalnih slucajeva ovih tvrdenja (za
fiksiranu dimneziju d) koristili smo kompjutersku proveru. U algoritmu
smo generisali sve stringove f, zatim za svaki string konstruisali odgova-
rajuci graf Q,(f), pokretali BFS algoritam iz svakog Cvora i proveravali
da li vazi da je rastojanje izmedu svaka dva ¢vora jednako broju bitova u
kojima se odgovarajuci stringovi razlikuju.

Tvrdenje 2.1. Neka je f {000101, 001010}. Tada Q,(f) > Q, za d
<8,aQ,(H»Q,zad=9

Dokaz:

1. Slucaj (f = 000101)

Pretpostavimo d = 9. Uo¢imo ¢vorove a = 000001101 i b =
000100101.

Sada a, b € Q¢(000101) i d(a, b) = 2. Medutim jedini ¢vorovi na
najkraéim putevima od a do b u Qg su 000101101 i 000000101, a oni
nisu u Qy(000101). Dodajuci odgovarajuci broj 0 sa leve strane dobijamo
rezultat za d > 9.

Slucajevi d < 8 su provereni kompjuterski.

2. Sluc¢aj (f = 001010)

Pretpostavimo d = 9. Uo¢imo ¢vorove a = 001000010 i b =
001011010.

Sada a, b € Q9(001010) i d(a, b) = 2. Medutim jedini ¢vorovi na
najkra¢im putevima od a do b u Qg su 001010010 i 001001010, a oni
nisu u Qy(001010). Dodajuéi odgovarajuci broj O sa leve strane dobijamo
rezultat za d > 9.

Slucajevi d < 8 su provereni kompjuterski.
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Tvrdenje 2.2. Neka je f€ {001011, 010001, 010010, 010110} . Tada
0, )>0Q,zad=17,a0,(f/) Q, zad = 8.

Dokaz:

1. Slucaj (f = 001011)

Pretpostavimo d = 8. Uoc¢imo ¢vorove a = 00001111 i » = 00101011.
Sada a, b € Qg(000101) i d(a, b) = 2. Medutim jedini ¢vorovi na
najkracim putevima od a do b u Qg su 00101111 i 00001011, a oni nisu u
0g(001011). Dodajuéi odgovarajuci broj O sa leve strane dobijamo rezultat
za d > 8.

Slucajevi d < 7 su provereni kompjuterski.

2. Slucaj (f = 010001)

Pretpostavimo d = 8. Uoc¢imo ¢vorove a = 01000001 i » = 01010101.
Sada a, b € Qg(010001) i d(a, b) = 2. Medutim jedini ¢vorovi na
najkra¢im putevima od a do b u Qg su 01010001 i 01000101, a oni nisu u
04(001011). Dodajuéi odgovarajuci broj O sa leve strane dobijamo rezultat
za d > 8.

Slucajevi d < 7 su provereni kompjuterski.

3. Slucaj (f = 010010)

Pretpostavimo d = 8. Uoc¢imo ¢vorove a = 01000010 i » = 01011010.
Sada a, b € Qg(010010) i d(a, b) = 2. Medutim jedini ¢vorovi na
najkra¢im putevima od a do b u Qg su 01010010 i 01001010, a oni nisu u
03(010010). Dodajuéi odgovarajuci broj O sa leve strane dobijamo rezultat
za d > 8.

Slucajevi d < 7 su provereni kompjuterski.

4. Slucaj (f = 010110)

Pretpostavimo d = 8. Uoc¢imo ¢vorove a = 01010010 i » = 01011110.
Sada a, b € 0g(010110) i d(a, b) = 2. Medutim jedini ¢vorovi na
najkra¢im putevima od a do b u Qg su 01011010 i 01010110, a oni nisu u
04(010110). Dodajuéi odgovarajuci broj O sa leve strane dobijamo rezultat
za d > 8.

Slucajevi d < 7 su provereni kompjuterski.

Tvrdenje 2.3. Neka je f € {001101, 011001}. Tada Q,(f) — Q,.

Dokaz: Dokaz sprovodimo indukcijom po rastojanju dva ¢vora iz
Q,(f). Pritom razmatramo nekoliko slucajeva. Za bazu indukcije dovoljno
je da pokaZemo da ako su dva ¢vora iz Q,(f) povezana (na rastojanju
jedan), da su onda povezana i u odgovarajucoj hiperkocki, §to je ¢igledno.
Sada oznac¢imo dva proizvoljna ¢vora iz Q,(f) sa b i ¢, a sa i oznac¢imo
prvi indeks, ledano sa leve strane, u kome se oni razlikuju. Neka su ova
dva ¢vora na rastojanju r. Bez umanjenja opStosti uzmimo da je taj odgo-
varajuéi bit stringa b jednak 7, a stringa ¢ jednak 0. Ovaj deo dokaza je
isti za oba stringa iz tvrdenja, tako da sada razmatramo dva slucaja, po je-
dan za svaki string:
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1. Slucaj (f = 001101)

Sada posmatramo nekoliko mogucéih slucajeva. Neka je string ¢’ nas-
tao menjanjem bita na i-toj poziciji u stringu c¢. Tada je oCigledno rasto-
janje izmedu b i ¢’ jednako r —1, pa moZemo da primenimo induktovnu
pretpostavku, samo je potrebno da ¢’ pripada Q,(f). Ako ne pripada, bit
na i-toj poziciji u ¢’, u zabranjenom stringu moZe biti na tri razli¢ite pozi-
cije p € {3, 4, 6}:

1.1. Dobijamo string f u stringu ¢’, tako §to je i-ti bit u ¢’ poslednji u
stringu f, odnosno p = 6. Medutim, tada dobijamo da se string f pojavljuje
u b, a to je nemoguce.

1.2. Bit na i-toj poziciji u ¢’ uestvuje u stvaranju stringa f kao Cet-
vrti po redu, odnosno p = 4. Tada vazi: b = .0011.., ¢ = .001001.., jer je
sve pre i-te pozicije isto u oba stringa. Ako sad u stringu b promenimo
jedinicu na (i —1)-0j poziciji u nulu, dobiéemo &vor b' = ..0010.., koji
svakako mora pripadati Q,(f), pa smo ovime dobili dva Cvora na rasto-
janju manjem od r, ¢ime smo zavrSili.

1.3. Bit na i-toj poziciji ucestvuje u stvaranju stringa f u ¢’ kao treci
po redu, odnosno p = 3. Tada vazZi: b = .001.., ¢ = .000101... Na tri bita
posle 001 u stringu b se mora nalaziti bar jedan razliCiti bit na odgovara-
juéoj poziciji u odnosu na string ¢, jer bi inafe b sadrzalo f. Sada razli-
kujemo tri podslucaja:

1.3.1. Razlicit je prvi bit posle 001, tj. b = ..0010... Sada moZemo da
promenimo taj bit i dobijemo ¢vor d = ..0011... Ako je d u Q,(f)
primenjujemo induktivnu pretpostavku. Jedina moguénost da on ne
pripada Q,(f), je da je on oblika: d = ..001101, tj. b = ..001001... Sada
menjamo bit na i-toj poziciji u b i dobijamo b’ koji sigurno pripada Q, (f).
Time dobijamo dva ¢vora na rastojanju manjem od r, pa i u ovom slucaju
mozemo da primenimo induktivnu pretpostavku.

1.3.2. Razli¢it je drugi bit posle 001, tj. b = ..00111... Sada uoc¢imo
¢vor d, susedan sa ¢, d = .000111... On pripada Q,(f), a na rastojanju je
manjem od r od b, pa moZemo da primenimo induktivnu pretpostavku.

1.3.3. Razlicit je treci bit posle 001, tj. b = ..001100... Sada uo¢imo
¢vor d, susedan sa b, d = ..000100... On pripada Q,(f), a na rastojanju je
manjem od r od ¢, pa moZzemo da primenimo induktivnu pretpostavku.

Ovime smo zavr§ili dokaz za prvi string.

2. Slucaj (f = 011001)

Sli¢no kao za prvi string, posmatracéemo Sta se deSava ako promeni-
mo bit na i-toj poziciji stringa ¢. Ako dobijeni string pripada Q,(f), pri-
menjujemo induktivnu pretpostavku. Ako ne pripada, bit na i-toj poziciji u
¢', u zabranjenom stringu moZe biti na tri razli¢ite pozicije p € {2, 3, 6}.

2.1. Ako je i-ti bit u ¢ (bit koji menjamo) poslednji u zabranjenom
stringu f, odnosno p = 6, dobijamo da je b = ..011001.., a to je nemoguce
jer b pripada Q,(f).
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2.2. Bit na i-toj poziciji stringa c¢', ucestvuje u stvaranju zabranjenog
stringa f kao tre¢i po redu, odnosno p = 3. Tada imamo: ¢ = ..010001.., b
= ..011... UoCimo sada string d = ..010.. koji je susedan stringu b. Ako d
pripada Q,(f), iz indukcije sledi kraj. Ako ne pripada, tada imamo da je:
b = ..01111001... Uo¢imo sada string d', susedan stringu b, d' =
.01101001... Lakom proverom dobijamo da ovaj string mora da pripada
Q,(f), te je ovaj sluCaj zavrSen.

2.3. Bit na i-toj poziciji stringa ¢', ucestvuje u stvaranju zabranjenog
stringa f kao drugi po redu, odnosno p = 2. Tada imamo: ¢ = ..001001.., b
= .01... Cetiri bita posle 01 u b, moraju da se razlikuju na bar jednoj
poziciji u odnosu na string ¢, inace bi b sadrzalo f kao podstring. Sada
razlikujemo nekoliko podslucajeva:

2.3.1. Razlikuje se prvi bit posle 01 u b. Tada je b = ..010... Ako
promenimo odgovarajuci bit u stringu ¢ dobijamo string d = ..000001..
koji mu je sused. d je ¢vor iz Q,(f), pa smo dobili ¢vorove na rastojanju
manjem od r i moZemo da primenimo induktivnu pretpostavku.

2.3.2. Razlikuje se drugi bit posle 01 u b. Tada je b = ..0111...
Promenimo odgovarajuéi bit u stringu c, tj. uo¢imo ¢vor d = ..001101..,
koji je sused ¢voru c. On sada pripada Q,(f), pa moZemo da primenimo
induktivnu hipotezu jer smo dobili ¢vorove na rastojanju manjem od r.

2.3.3. Razlikuje se trec¢i bit posle 01 u b. Tada je b = ..01101...
Uocimo sada ¢vor susedan ¢voru b, tj. ¢vor d = ..00101... Jedina
mogucénost da on ne pripada Q,(f), je da su tri bita koja prethode 001
upravo 011. Medutim, tada su i tri bita pre 001 u ¢ isto 011, tj. ¢ =
.011001001.. pa c sadrZi f, §to je kontradikcija. Dakle d pripada Q,, ( f), pa
smo dobili dva ¢vora na rastojanju manjem od r i moZemo da primenimo
induktivnu pretpostavku.

2.3.4. Razlikuje se Cetvrti bit posle 01 u b. Tada je b = ..011000...
Promenimo odgovarajudi bit u stringu b, tj. uo¢imo ¢vor d = ..001000..,
koji je susedan Cvoru b. On sada pripada Q,(f), pa moZemo da
primenimo induktivnu hipotezu jer smo dobili ¢vorove na rastojanju
manjem od r.

Ovime je tvrdenje dokazano koriS¢enjem potpune idukcije po
rastojanju izmedu ¢vorova.

3. Hamiltonost

Hamiltonost je pored izometri¢nosti jedan od bitnijih problema
vezanih kako za generalizovane Fibonalijeve kocke tako i za grafove
uopste. Poznato je da Fibonacijeve kocke Q,(11) sadrze Hamiltonov put.
Sada ¢emo razmotriti postojanje Hamiltonov puta u Q,(f) za neke f~ove.

Sledece tvrdenje je prirodna generalizacija hamiltonosti u Q,(11).
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Tvrdenje 3.1. Postoji Hamiltonov put u Q,(1") za svako s > 1.

Dokaz: Za dokazivanje tvrdenja koristimo sledecu lemu:

Lema 3.1. Postoji Hamiltonov put sa krajevima 1 i 01" u 0y

Dokaz: Dokazujemo tvrdenje matematickom indukcijom po d.

Baza indukcije: Za d = 1 tvrdenje je trivijalno.

Induktivna pretpostavka: Postoji Hamiltonov put sa krajevima 10
01“? v 0,

Induktivni korak: Postoji Hamiltonov put sa krajevima 1i01""
Q.

Neka je G indukovan podgraf Q, koji sadrzi sve ¢vorove Ciji je prvi
bit 1, H indukovan podgraf Q, koji sadrzi sve ¢vorove Ciji je prvi bit 0.
Sada su G i H hiperkocke dimenzije d—1, pa prema induktivnoj
pretpostavci postoji Hamiltonov put sa krajevima 171 101% u G i
Hamiltonov put sa krajevima 01" i 0017 u H. Kako su u Qd ¢&vorovi
1017 i 001 povezani, to postoji i Hamiltonov put u Q, €iji su krajevi
141 01*”", Cime je lema dokazana.

Vratimo se sada na dokaz samog tvrdenja.

Fiksiramo s i dokazujemo tvrdenje potpunom indukcijom po d:

Oznacimo krajeve pretpostavljenog Hamiltonovog puta u Q,(1°) sa
Ay1Bgineka je Ay =11 By = 0. Dokazaéemo da postoji Hamiltonov put
uQ,(’), takav da je zad = 2 B, = 0a%!,

Baza indukcije: Za svako d < s postoji Hamiltonov put u Q,(1°) sa
krajevima Ay i By i za d > 2 vazi B, = 0A"".

Prema Lemi 3.1 mozemo uzeti A; = 1 B; = 017" za 2 <i < 51,
Neka je B = 01" i dokaZimo da je ovaj ¢vor kraj Hamiltonovog puta u
0.(1"). Prema Lemi 3.1 mozemo uociti Hamiltonov put sa krajevima Bs =

01" i 1° u Q,. Neka je sused &vora 1° na ovom putu A’ Kako je &vor 1°
jedan od krajeva ovog puta, to u Q (1) nalazimo Hamiltonov put sa

krajevima A, i B, izbacivanjem &vora 1° iz Hamiltonovog puta u Q; ¢ime
je baza indukcije dokazana.

Induktivna pretpostavka: Postoji Hamiltonov put u Q,(1°), takav da
jezad=2 By =0A""

Induktivni korak: Dokazujemo tvrdenje iz induktivne pretpostavke za
d+ 1.

Prvi ¢vor na putu je By = 0A,, zatim fiksirajuéi prvi bit obilazimo
Hamiltonov put na preostalih d bitova koriste¢i induktivnu hipotezu By
=0A; — ...~ 0B, Ovime smo obisli sve Svorove Ciji je prvi bit 0. Sada
je prema induktivnoj pretpostavci 0B; = 004, pa je sledeci ¢vor na putu
dobijen sa 0B; = 004,.; — 10A, ;. Obilazimo Hamiltonov put na pre-
ostalih d—1 bitova fiksirajuéi prva 2 bita koriS¢enjem induktivne pret-
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postavke 104, — ... & 10B, ;. Ovime smo obisli sve ¢vorove koji
pocinju sa 10. Ponavljajudi isti postupak moZemo obici sve ¢vorove koji
poinju sa 1°0 gde je 1 < k < s —1. Ovime smo obiili sve &vorove i sa-
mim tim dokazali postojanje Hamiltonovog puta.

Hamiltonov put:

By =04A; > ... > 0B; = 00A,; > 104, = .. 10B,; =
= 100A,5 —> 1104, —> .. = 110Bys = . = 1" 04401 —> .. >
— 17'0By 41 = Ager

Tvrdenje 3.2. Postoji Hamiltonov put u Q,(110).

Dokaz: Dokazujemo tvrdenje potpunom indukcijom po d:

Baza indukcije: Za d = 3 postoji Hamiltonov put u Q,(110) &iji je
jedan kraj 1

Za d = 2 baza je oCigledna. Za d = 3 uzmimo put:

111 — 101 — 100 — 000 — 001 — 011 — 010.

On je Hamiltonov u Q53(110).

Induktivna pretpostavka: Za fiksirano d i svako k < d —1 postoji
Hamiltonov put u Q, (110) &iji je jedan kraj 1-

Induktivni korak: U Q,(110) postoji Hamiltonov put Ciji je jedan
kraj 1.

Oznacimo kraj Hamiltonovog puta u Q, za k < d —1 sa B;. Kon-
struiSemo Hamiltonov put na sledecéi nacin:

Prvi ¢vor u putu je ld, drugi ¢vor je 101d72, zatim fiksirajuci prva 2
bita obilazimo Hamiltonov put na preostalih d-2 bitova koriste¢i indu-
ktivnu pretpostavku 1017 2 ... 2 10B“™. Ovime smo obisli sve &vorove
¢iji je prvi bit 1. Sada je sledeéi ¢vor u putu OOB'H, pa zatim ponovo
fiksiramo prva 2 bita i koristeéi induktivnu pretpostavku obilazimo 008"
—>... = 001*7. Ovime smo obigli sve &vorove ¢ija su prva 2 bita nule.
Sledeci ¢vor na putu je Oldfl, pa 0101*7 i sada opet koriste¢i induktivnu
pretpostavku i fiksiraju ¢i prva 3 bita obilazimo 01017 - ... > 010B*".
Ovime smo obisli sve ¢vorove koji pocinju stringom 01, pa smo stoga iz-
dvojili Hamiltonov put u Q,.

Hamiltonov put:

19> 10177 > .. > 10B,, = 00B;, —> ... > 0017 > 014

01" > 0101”7 > ... > 01084

4. Hipoteze

U ovom odeljku navodimo dve hipoteze. Prva hipoteza se ti¢e izome-
trinosti i prvi put je formulisana u Ili¢ et al (2009).

Hipoteza 4.1. 0, (f) = 0, = 0,(f")

Hipoteza je potvrdena za stringove duZine dva, tri i Cetiri.
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Druga hipoteza govori o hamiltonosti generalizovanih Fibonacijevih
kocki Q,(1°0).
Hipoteza 4.2. Postoji Hamiltonov put u Q,(1°0), s > 1.

Inspiracija za postavljanje ove hipoteze poti¢e od rezultata da u
Q,(110) postoji Hamiltonov put.

5. Zakljucak

U radu su razmatrani pitanje izometri¢nosti i pitanje hamiltonosti
generalizovanih Fibonacijevih kocki. Prikazani su raniji rezultati iz ove
oblasti, kao i neki novi rezultati. Na kraju Zelimo da se zahvalimo naSem
mentoru, Aleksandru Iliéu, bez Cije pomoci realizacija ovog rada ne bi
bila moguca.

Literatura

Aytac V., Turaci T. 2010. Some graph parameters and extended
Fibonacci cubes, Bull. Soc. Math. Banja Luka, 17: 5.

Bresar B., Klavzar S. 2006. ®-graceful labelings of partial cubes. Dis-
crete Math., 306 (13): 1264.

Dedé E., Torri D., Zagaglia Salvi N. 2002. The observability of the
Fibonacci and the Lucas cubes. Discrete Math., 255 (1-3): 55.

Ellis-Monaghan J. A., Pike D. A., Zou Y. 2006. Decycling of Fibonacci
cubes. Australas. J. Combin., 35: 31.

Gregor P. 2006. Recursive fault-tolerance of Fibonacci cube in
hypercubes. Discrete Math., 306 (13): 1327.

Hsu W.-J. 1993. Fibonacci cubes — a new interconnection technology.
1EEE Trans. Parallel Distrib. Syst., 4 (1): 3.

Ili¢ A., Klavzar S., Rho Y. 2009. Generalized Fibonacci cubes.
Manuskript

Klavzar S. 2005. On median nature and enumerative properties of
Fibonacci-like cubes. Discrete Math., 299 (1-3): 145.

Klavzar S., Peterin I. 2007. Edge-counting vectors, Fibonacci cubes, and
Fibonacci triangle. Publ. Math. Debrecen, 71 (3-4): 267.

Klavzar S., Zigert P. 2005. Fibonacci cubes are the resonance graphs of
Fibonaccenes. Fibonacci Quart., 43 (3): 269.

Munarini E., Salvi Zagaglia N. 2002. Structural and enumerative proper-
ties of the Fibonacci cubes. Discrete Math., 255 (1-3): 317.

Offner D. 2009. Some Turdn type results on the hypercube. Discrete
Math., 309 (9): 2905.

ZBORNIK RADOVA 2010

MATEMATIKA - 97



Vukasin Stojisavljevic and Mihajlo Ceki¢
Generalized Fibonacci Cubes

A generalized Fibonacci cube Q,(f) is introduced as a graph ob-
tained from the d-dimensional hypercube Q, by removing all vertices that
contain a given binary string f as a substring. In this paper we present
some properties of generalized Fibonacci cubes. The question whether
Q,(f) is an isometric subgraph of Q, is completely solved for f being a
length six string. Some questions concerning Hamiltonian paths in gener-
alized Fibonacci cubes are considered. It is proven that Q d(ls) always has
a Hamiltonian path and some special cases for f are also solved. Finally,
two conjectures are presented.
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