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Transverzalni modovi
opti~kog rezonatora

U ovom radu smo razmatrali popre~ne raspodele
intenziteta zraka koji napu{ta opti~ki rezonator. Sni-
mili smo osnovni mod, prvi i drugi mod (u literaturi
naj~e{}e obele`eni kao TEM00, TEM01 i TEM02).
Potvrdili smo da se ovi modovi mogu opisati Gaus-
-Ermitovim polinomima. Pri prelasku iz jednog
moda u drugi, javljaju se prelazna stanja. Pokazali
smo da se analizom raspodela intenziteta prelaznih
stanja ne mo`e izvesti op{ta zakonitost po kojoj se
ona smenjuju. Prelazna stanja su trajala 1.5-3 puta
du`e od modova. Izmereno je da je snaga ~istih
modova i do 100 puta ve}a od snage prelaznih
stanja.

Uvod

Jedan od najbitnijih delova lasera je opti~ki rezo-
nator. Opti~ki rezonator je deo prostora (du`ine d)
ograni~en dvema paralelnim reflektuju}im povr{ina-
ma (ogledalima polupre~nika zakrivljenosti R), u
kome se poja~ava zra~enje. Poja~avanje zra~enja tre-
ba da je u uskom pojasu u~estanosti. U zavisnosti od
oblika ogledala i rastojanja me|u njima, rezonatori se
dele na planparalelne (R1 � �, R2 � �), koncentri~ne
R R d1 2� � ), konfokalne (R R d1 2 2� � ) i hemisferi-
~ne (R1 � �, R d2 � ) (Konjevi} 1981).

Bitna karakteristika lasera je popre~na raspodela
intenziteta zra~enja u snopu. Raspodela intenziteta se
druga~ije naziva mod (postoje i longitudinalni modo-
vi, ali kako se ovaj rad bavi samo transverzalnim, u
daljem tekstu }emo pod modom podrazumevati
popre~ni mod).

U ve}ini slu~ajeva polo`aj ogledala opti~kog
rezonatora je fiksiran. Zrak koji napu{ta takav opti~ki
rezonator je opisan konstantnim modom, koji naj-
~e{}e ima Gausovu raspodelu intenziteta (osnovni
mod) ili raspodelu opisanu Gaus-Ermitovim polino-

mima (vi{i modovi). Ako se osobine rezonatora, kao
{to su paralelnost i udaljenost ogledala, menjaju u
toku vremena, modovi nisu konstantni, ve} se menja-
ju, odnosno prelaze iz jednog u drugi. U tom slu~aju,
osnovni mod i vi{i modovi se nazivaju ~istim modo-
vima (predstavljaju samo jedan mod bez primesa dru-
gog), dok se izme|u ~istih modova javljaju prelazna
stanja (Demtröder 2003).

Popre~ni modovi se obele`avaju oznakom TEM
(eng. Transverse Electromagnetic Modes). Uz oznaku
stoje i indeksi p i q (TEMpq) koji opisuju karakte-
ristike datog moda. Indeks p predstavlja broj radijal-
nih, a q broj ugaonih polja koja presecaju dati mod.
TEM00 predstavlja osnovni mod u obliku kruga, ~ija
je raspodela Gausova (MRL 2009). Na primer,
TEM02 ne presecaju radijalna polja, ve} 2 ugaona, pa
}e izgledati kao na slici 1 levo. TEM12 }e izgledati
kao TEM02 koji je prese~en jednim radijalnim poljem
(slika 1 desno).

Transverzalni modovi lasera direktno uti~u na
osobine lasera, kao {to su `i`na dubina i pre~nik `i-
`ne ta~ke. @i`na dubina (ozna~ena kao DOF, eng.
Depth of Focus) je definisana kao rastojanje du` ko-
ga laserski zrak, prethodno propu{ten kroz sabirno
so~ivo, ima konstantan intenzitet (�5%). Parametar
moda TEMpq je obrnuto srazmeran `i`noj dubini.
Obi~no je po`eljna ve}a `i`na dubina, jer je za uspe-
{niju primenu potrebna uniformna gustina energije
lasera. Pre~nik `i`ne ta~ke odre|uje maksimalnu
vrednost energije zraka lasera propu{tenog kroz sa-
birno so~ivo. [to je manji pre~nik, ve}a je gustina
energije. Sa porastom parametara p i q raste mini-
malni mogu}i pre~nik `i`ne ta~ke. Za primenu lasera
u industriji za obradu materijala i hirurgiji, potreban
je uzan laserski snop velike snage. Zato se u ove i
sli~ne svrhe mahom koriste laseri koji rade u osnov-
nom (TEM00) modu, jer on ima najmanje vrednosti
parametara p i q.
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Prelazna stanja su manje izu~avana od osnovnih.
Zato je jedan deo na{eg rada posve}en razmatranju
prelaznih stanja i ispitivanju dinamike njihovog po-
javljivanja.

Cilj na{eg rada je prou~avanje popre~nih modo-
va opti~kog rezonatora sa promenljivim karakteristi-
kama. U prvom delu su odre|ene funkcije ~istih
modova (osnovni i vi{i), a u drugom su razmatrana
prelazna stanja.

Opis aparature i metoda

Aparatura (slika 2), koja se sadtojala od He-Ne
lasera talasne du`ine 632.8 nm, opti~kog rezonatora
(uzet iz drugog lasera), ~iji su polupre~nici krivina
ogledala R1 � � i R L2 � (hemisferi~ni rezonator),
sabirnog so~iva i CCD kamere sa integrisanim sof-
tverom za balans nulte osvetljenosti, montirana je na
opti~kom stolu. Kamera je povezana sa ra~unarom, a
po potrebi, u zavisnosti od spoljne osvetljenosti,
izme|u lasera i rezonatora stavljani su filtri.

Postavka eksperimenta zahtevala je merenja u
razli~itim uslovima. Prva merenja su vr{ena u uslo-
vima kada je laboratorija bila izlo`ena mehani~kim i
termi~kim perturbacijama (buka, prisustvo ljudi, flu-

ktuacije temperature) koje uslovljavaju podrhtavanja
opti~kog stola, samim tim i opti~kog rezonatora.
Druga merenja su vr{ena kada u laboratoriji nije bilo
nikoga i gde su sve preturbacije (otvaranje prozora,
vrata, uklju~ivanje i isklju~ivanje ure|aja itd.) sve-
dene na minimum. Po{to se kamera prilago|ava
okolnoj svetlosti, merenja su se vr{ila ili u potpunom
mraku, ili pri neonskom svetlu. Pri snimanjima u
mraku, stavljan je filter kako se kamera ne bi preza-
sitila, dok je pri neonskom svetlu kamera uzimala
ovo svetlo kao nulto, te nije dolazilo do prezasi}enja
laserskom svetlo{}u, samim tim se nije koristio fil-
ter. Snimanja u oba slu~aja su trajala po 15 min.

Snimci su razbijeni na pojedina~ne slike (po 25
slika) u sekundi. Odabrane su karakteristi~ne slike
za opis pravilnih modova. Tako|e su odabrane slike
koje odgovaraju odre|enim prelaznim modovima.
Izabrane slike se obra|ene u programskom paketu
MatLab. Softver MatLaba pru`a mogu}nost da se uz
pomo} funkcije RGBplot du` jedne linije slike odre-
di RGB osvetljenje. Budu}i da su slike crno-bele,
grafi~ka raspodela intenziteta laserske svetlosti du`
definisane linije kroz centar moda je ista u svim bo-
jama (crvena, plava, zelena).

Da bismo sagledali snage modova, priklju~ili
smo vatmetar iza opti~kog rezonatora kako bismo
izmerili snage modova.

Rezultati

^isti modovi

Oblici ~istih modova teorijski se opisuju Ga-
us-Ermitovim polinomima. Op{ti oblik Ermitovih
polinoma je dat relacijom:
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gde je n redni broj polinoma. Prva tri Ermitova po-
linoma imaju oblik:

H x0 1( ) �
H x x1 2( ) �
H x x2
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Slika 1. Izgled modova TEM02 i TEM12. Pravama su
obele`ena ugaona a krugovima radijalna polja koja
presecaju dati mod.

Figure 1. Apperance of modes TEM02 and TEM12. The
angular fields which transect the mode are marked with
lines, while the radial fields are marked with circles.

Slika 2. [ematski prikaz aparature

Figure 2. Experimental setup:
(from left) laser, filter, optical
resonator, lens, CCD camera



^istim modovima odgovaraju apsolutne vrednosti
Ermitovih polinoma pomno`ene bazi~nim oblikom
Gausove funkcije, koji glasi:

f x e x( ) � � 2

Na slici 3 je prikazan teorijski oblik ~istih modo-
va. Eksperimentalno su snimljeni modovi TEM00,
TEM01 i TEM02 (slika 4). Vi{i modovi imaju manju
verovatno}u pojavljivanja i traju znatno kra}e, pa ih
je te{ko uo~iti.

Trodimenzionalni prikaz modova je dat na slci 5.
Grafi~ka interpretacija raspodela intenziteta je prika-
zana na slici 6.

Ispitana je korelacija izme|u eksperimentalno
dobijenih rezultata i teorijski predvi|enih funkcija
raspodela. Koeficijenti korelacija su dati u tabeli 1.

Tabela 1. Funkcije ~istih modova i korelacije sa
dobijenim rezultatima
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Slika 3. Izgled osnovnog (TEM00) i vi{ih modova,
dobijen teorijski

Figure 3. The fundamental (TEM00) and higher order
modes, obtained theoreticaly

Slika 4. Eksperimentalni snimci: a) TEM00 moda,
b) TEM01 moda, c) TEM02 moda

Figure 4. Experimental image of: a) TEM00 mode, b)
TEM01 mode, c) TEM02 mode
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Slika 5. Trodimenzionalni prikaz raspodele intenziteta
zra~enja u: a) TEM00 modu, b) TEM01 modu,
c) TEM02 modu

Figure 5. Three-dimensional view of radiation intensity
distribution of: a) TEM00 mode, b) TEM01 mode,
c) TEM02 mode

Slika 6. Raspodela intenziteta moda du` jedne ose
popre~nog preseka snopa dobijena uz pomo} programa
MatLab za: a) TEM00 mod, b) TEM01 mod,
c) TEM02 mod.

Figure 6. Intensity distribution along an axis of beam
cross section obtained by MatLab program for:
a) TEM00 mode, b) TEM01 mode, c) TEM02 mode



Pokazalo se da funkcijama raspodela odgovaraju
moduli Gaus-Ermitovih polinoma sa izmenjenim ko-
eficijentima. Razli~iti koeficijenti su rezultat normali-
zacije grafika.

Prelazni modovi

Dobijeni eksperimentalni rezultati odgovaraju
teorijskim predvi|anjima. Eksperiment je pokazao da
je trajanje prelaznih stanja posmatranog rezonatora
uporedivo sa trajanjem pravilnih stanja. Posebno se
zapa`aju pri nestabilnijim uslovima, tj. pri u~estalijim
spolja{njim perturbacijama sistema.

Mi smo analizirali prelazne modove koji se jav-
ljaju izme|u dva fiksirana ~ista moda, u tekstu obele-
`ena kao po~etni i krajnji. Ispitano je da li je mogu}e
na}i pravilnost u funkcijama prelaznih modova (slika
7: a, b, c i d). Po~etna analiza prelaznog stanja
izme|u TEM01 i TEM02 dala je za rezultat polinom
realnog stepena pomno`en Gausovom funkcijom.
Dobijeni rezultat je implicirao hipotezu da su prelaz-
na stanja opisana polinomima realnih stepena izme|u
n i n+1, gde je n stepen polinoma po~etnog a n+1
krajnjeg moda. Potom je analizirano desetak prelaz-
nih stanja kako bi se prona{la pravilnost (slika 8: a, b
i c). Analiza je pokazala da se na ovakav na~in
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Slika 7. Snimci prelaznih modova. Slike a, b i c predstavljaju prelazna stanja izme|u TEM01 i TEM02 moda
snimljena u razli~itim trenucima prelaza. Na slici d je prikazano prelazno stanje ka TEM11 modu. Sam TEM11
mod nije snimljen jer je nepostojan.

Figure 7. Images of transient modes. Figures a, b and c represent transient modes between TEM01 and TEM02
mode captured in different moments of transition. Figure d shows the transient mode leading to TEM11 mode.
The TEM11 mode was not captured due to its instability.



funkcije distribucija prelaznih modova ne mogu ge-
neralizovati matemati~kim pravilom. Naime, pri
prelazu iz jednog stanja u drugo, uvek se na|u i fun-
kcije ni`eg stepena od n.

^injenica koja ide u prilog na{em zaklju~ku da
ne postoji pravilnost po kojoj se funkcije raspodele
menjaju, jeste i sama geometrija prelaznih modova.
Naime, ve}ina prelaznih modova je asimetri~na,
tako da se ne mo`e izabrati funkcija raspodele inten-
ziteta koja bi predstavljala odre|eni mod. Iako je po
nekim osama raspodela intenziteta ista kao i kod
nekog od pravilnih stanja, po drugim osama njoj
odgovara funkcija koja se ne mo`e predvideti, niti
podvesti pod neko odre|eno stanje. Tako|e, pri
prelazu iz jednog stanja u drugo, uvek se javljaju
druga~iji prelazni modovi, i vremena prelaza su ra-
zli~ita.

Uzrok {to ne mo`emo da na|emo pravilnost u
raspodelama prelaznih stanja mo`e biti u procesu
prelaska rezonatora iz jednog moda u drugi. Mogu}e
obja{njenje ~injenice da ne mo`emo da na|emo pra-
vilnost u raspodelama prelaznih stanja proizilazi iz
procesa prelaska rezonatora iz jednog moda u drugi.
Modovi se menjaju tako {to ogledala unutar opti-
~kog rezonatora menjaju svoj polo`aj. Pri prelazu iz
jednog stanja u drugo ogledala mogu da zauzmu i
asimetri~nu poziciju koja ne}e da proizvede pravilnu
interferencionu sliku. Tako|e, pri prelazu iz jednog
stanja u drugo, ne pojavljuju se iste slike, {to govori
da opti~ki rezonator mo`e da na razne na~ine do|e
iz jednog stanja u drugo. U zavisnosti od dinamike
promena polo`aja ogledala (koja zavisi od ja~ine
spolja{njih perturbacija, npr. brzine fluktuacija tem-
perature, u~estanosti vibracija itd.) smenjuju se slike
prelaznih modova. Fenomen naglog prelaska iz
jednog ~istog stanja u drugo, bez uo~enih slika pre-
laznih stanja, izazvan je brzim prelaskom koji pre-
vazilazi mogu}nosti kamere (vremenska rezolucija
je iznosila 25 slika u sekundi).

Dinamika smenjivanja modova

Snimci dobijeni u perturbovanim uslovima (me-
hani~ki potresi sistema, promene temperature) poka-
zuju brza smenjivanja modova i nepostojanost ~istih
modova. ^isti modovi su trajali od 80 do 720 ms,
dok su prelazna stanja trajala uvek od 600 ms pa do
nekoliko sekundi. U proseku, prelazna stanja izme|u
dva moda su trajala 2-3 puta du`e nego pravilni
modovi.
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Slika 8. Raspodele intenziteta du` razli~itih osa slike
7b, izme|u kojih su uglovi ne ve}i od 10 stepeni.
O~igledno se raspodela menja sa promenom pravca, pa
je nemogu}e odabrati dominantnu osu po kojoj bi se
tra`ila raspodela intenziteta karakteristi~na za dati
snimak.

Figure 8. Intensity distributions along different axes of
figure 7b, with angular separation less than 10 degrees.
Apparently, the distribution is changed by the direction
alternation, thus it is impossible to choose the dominant
axis which would represent the characteristic intensity
distribution for the given image.



Na snimcima dobijenim pri kontrolisanim i sta-
bilnim uslovima, tako|e se mo`e uo~iti haoti~nost,
ali su osnovni modovi znatno postojaniji, prose~no
oko 1-1.5 s. U ovom slu~aju su prelazna stanja 1.5-2
puta du`a od samih ~istih modova.

Tako|e, ni`i modovi traju znatno du`e nego vi{i.
TEM00 traje oko 2 puta du`e od TEM02, {to je i
o~ekivano, jer je verovatno}a nala`enja vi{ih modova
znatno manja, pa i njihovo trajanje. To obja{njava
za{to nismo uspeli da snimimo ~iste modove vi{e od
TEM02 – vremenska rezolucija kamere je 25 slika u
sekundi, tako da modovi kra}i od 40 ms nisu mogli
biti snimljeni.

Vatmetar je prikazao da su ~isti modovi oko 100
puta ja~i, kao i da su TEM00 i TEM01 1.5-2 puta ja~i
od TEM02.

Diskusija

Eksperiment je bio ograni~en osobinama apara-
ture. Jedna od ograni~avaju}ih stvari je bila ekspo-
zicija kamere. Kako je ekspozicija 40 ms, sva stanja
koja traju kra}e imaju malu verovatno}u uo~avanja.
Zato modovi vi{i od TEM02 i nisu bili snimljeni. Ta-
ko su posle TEM02 registrovana prelazna stanja ka
TEM11, ali sam TEM11 nije.

Prelazni modovi su u proseku trajali isto koliko i
~isti, po{to laboratorija nije mogla da bude sasvim
izolovana od spolja{njih uticaja. Nemogu}nost
preciznog kontrolisanja temperature i potpunog od-
stranjivanja spolja{njih vibracija je doprinela nepo-
stojanosti ~istih modova.

Kamera je fabri~ki pode{ena da sama prepozna
najsvetlije ta~ke i automatski ih dovede do zasi}enja.
Iako smo poku{ali da uklonimo zasi}enost snimaka
upotrebom razli~itih kombinacija filtera, kamera je
uvek davala identi~ne zasi}ene snimke. Zato su koe-
ficijenti korelacija ni`i od o~ekivanih, i na graficima
se uo~avaju zatupljeni vrhovi.

Uo~ena je jo{ jedna zanimljiva pojava (slika 9).
Naime, pri snimanju modova ve}e ja~ine, javljaju se
slike na kojima se nalaze dve slike istog moda, pri
~emu je jedna umanjena u odnosu na drugu. Pretpo-
stavljamo da je pojava rezultat refleksije zraka unutar
same kamere koja onda reprodukuje pomenutu sliku.

Zaklju~ak

Razmatrani su transverzalni modovi opti~kog re-
zonatora. Snimljeni su ~isti modovi TEM00, TEM01 i
TEM02. Posmatrane su funkcije njihovih distribucija
kao i dinamika smenjivanja. Podaci dobijeni o ~istim
modovima odgovaraju teorijskom predvi|anju.

Ako bi se rekonstruisao prelaz iz jednog stanja u
drugo, odvijao bi se na slede}i na~in: prvo se poja-
vljuje po~etni ~isti mod koji je opisan apsolutnom
vredno{}u Gaus-Ermitovog polinoma, zatim mu se
postepeno smanjuje ja~ina, dolaze}i do prelaznog
stanja. Modovi prelaznih stanja su asimetri~ni i ne-
predvidivi i zavise od procesa prelaska. Na kraju se
obrazuje krajnji ~isti mod, tako|e opisan apsolutnom
vredno{}u odgovaraju}eg Gaus-Ermitovog polinoma.

Va`nost poznavanja toka smenjivanja modova
ogleda se u velikim varijacijama snage razli~itih mo-
dova: {to je ni`i stepen moda, ve}a je snaga. Utvr-
|eno je da ~isti modovi imaju i do 100 puta ve}u
snagu od prelaznih. Transverzalni mod lasera tako|e
uti~e na `i`nu dubinu i pre~nik `i`ne ta~ke, {to su
bitne osobine pri primeni lasera. Logi~an sled ovog
istra`ivanja je prou~avanje na~ina na koji bi mogli da
manipuli{emo modovima i uspe{no kontroli{emo nji-
hovo pojavljivanje i trajanje.
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Aleksandru Krmpotu, sa Instituta za fiziku u Ze-
munu, kao i Jeleni Pajovi} i Aleksandri Alori},
studentima Fizi~kog fakulteta u Beogradu.
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Slika 9. Na snimku se uo~avaju manja i ve}a slika
osnovnog moda. Pretpostavljamo da manja slika
predstavlja refleksiju snimljenog moda unutar same
kamere.

Figure 9. On the image the smaller and bigger picture of
the fundamental mode are observed. We suppose that the
smaller picture represents the reflection of the captured
mode within the camera.
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Tamara \or|evi} and Marko @ivanovi}

Transverse Modes of the Optical
Resonator

In this paper we examined intensity distribu-
tions, perpendicular to the propagation direction of
the beam leaving the optical resonator. When the
mirrors of the optical resonator are fixed, the inten-

sity distribution is constant and marked as the trans-
verse mode (TEM). We captured the fundamental
mode and the first and second higher order modes
(in literature most commonly named TEM00, TEM01

and TEM02). The images were analyzed in MatLab.
Furthermore, we confirmed that transverse modes
are described by Gauss-Hermite polynomials. If
characteristics of the resonator (the length and the
inclination angle of the mirrors) vary in time, the
modes are not constant, but also change in time.
During the transition from one mode to another, the
transitional states occur. We showed that by using
the intensity distribution analysis of the transitional
states, a general rule describing the distribution
functions of transitional states altering cannot be de-
rived. The possible explanation for this result could
be found in the fact that each subset of connected
transitional states directly depends on the way the
transition develops. As the transitions are induced by
unpredictable external influences (temperature fluc-
tuations, vibrations etc.), the prediction of their re-
sult is impossible. Due to the instability of the
resonator, the transitional states lasted 1.5-3 times
longer than modes. The power of the modes was
measured as up to 100 times higher than the power
of the transitional states.
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