Erna Oklapi i Sanela Numanovi¢

Odredivanje 1 primena
sopstvenih vrednosti

U ovom radu su predstavljene numericke metode za
odredivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih vekto-
ra. Razmotrene su metode za lokalizaciju, odrediva-
nje dominantne sopstvene vrednosti i odredivanje
svih sopstvenih vrednosti simetri¢ne matrice. Opisa-
na je primena u izracunavanju Page Rank vrednosti
kao jedna od najrasprostranjenijih.

1. Uvod

Sopstvene vrednosti i vektori su karakteristika
kvadratnih matrica, pa samim tim zauzimaju znacaj-
no mesto u teorijskoj, ali i primenjenoj matematici.
U radu ¢emo opisati lokalizaciju sopstvenih vredno-
sti pomocu Gresgorinovih diskova. Na osnovu meto-
de stepenovanja koja omogucéava izracunavanje
dominantne sopstvene vrednosti izvedena je formula
na osnovu koje se problem izracunavanja ostalih so-
pstvenih vrednosti svodi na problem dominantne
vrednosti. Pored navedenih primena sopstvenih vre-
dnosti dokazana je i primena u Google algoritmu za
pretraZivanje.

2. Sopstvene vrednosti 1 vektori

Definicija 1. Sopstvena vrednost matrice A je
realan broj A ako matri¢na jednacina:

A-X =AX

ima netrivijalno reSenje koje nazivamo sopstveni
vektor.

Definicija 2. Skup svih sopstvenih vrednosti
jedne matrice naziva se spektar te matrice. Neke
osobine sopstvenih vrednosti:
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1. Ako je X sopstveni vektor matrice A, onda je
skalar A koji je odgovarajuda sopstvena vrednost
vektoru X jedinstven.

2. Sopstvenoj vrednosti A matrice A moZe odgo-
varati viSe sopstvenih vektora.

Lema 1. Sopstveni vektori x,, x,,..., x, koji

odgovaraju razli¢itim sopstvenim vrednostima A,
Ayseen, A, su linearno nezavisni.

Dokaz: Tvrdenje je tacno za n = 1, po definiciji
vazi Ax, = 0. Pretpostavimo sada da je tvrdenje
tacno za bilo koji sistem od n — 1 sopstvenih vektora,
a da nije tacno za n. Dakle pretpostavimo da je
sistem od n vektora, sistem linearno zavisnih
vektora, Sto znaci da postoje skalari a, a,,..., a
takvi da je:

n

au, +au,+...+au, =0 (*)

a da svi skalari nisu istovremeno jednaki nuli.
Na primer neka je a, = 0. Kako je Au, = Au,
(k=1,2,... n), primenom operatora A na jednakost

(*) dobijamo:
alu, +a u,+...+a lu, =0

n"“n"n

(%)
S druge strane mnoZenjem (*) jednakosti sa —A,
i sabiranjem sa (¥**), dobijamo:

a,(M, —Au, +a,(h, — A Du+...

. Fa(h —kn)u =0

n—1 n—1

Kako je po pretpostavci, svaki sistem od n—1
sopstvenih vektora linearno nezavisan, zaklju¢ujemo
da svi koeficijenti u prethodnoj jednakosti moraju
biti jednaki nuli pa je i a(A, —A,) = 0, §to protivu-
reCi prretpostavci da je a, = 0. Sledi da je sistem od
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n vektora linearno nezavistan. Neposredna posledica prethodne teoreme je sledeca teorema koju necemo
dokazivati.

Teorema 1. Neka je X n-dimenzionalni linearni prostor. Linearni operator A : X — X ne moZze imati
viSe od n medusobno razli¢itih sopstvenih vrednosti.

3. Karakteristi¢ni polinomi

Jednalinu A - X = A - X moZemo napisati u obliku:
(A—ADE =0

gde je / jedini¢na matrica. Interesuju nas netrivijalna reSenja ove jednacine, a ona su netrivijalna ukoliko
je determinanta datog sistema jednacine jednaka nuli, to jest:

A—n| =0

Definicija 3. Ako je A kvadratna matrica, matrica A — Al je njena karakteristi¢na matrica. Polinom
‘A - Xﬂ je njen karakteristi¢ni polinom i jednacina ‘A - ?»4 =0 je njena karakteristicna jednacina.

Leverijev je predstavio metodu odredivanja karakteristicnog polinoma preko tragova stepenovanih
matrica. Medutim ovaj postupak zahteva dugo izraCunavanje, pa je iz tog razloga postojala potreba da se
pronade metoda koja ¢e brZe odrediti koeficijente karakteristicnog polinoma p,,p,,...,p,. Fadejev je
izmenio Leverijev postupak i uspeo da smanji broj operacija za izraCunavanja koeficijenata karakteristi-
¢nog polinoma.

Fadejeva metoda umesto A',A°,...,A

A =AtA =p,B =A —pl

1
A, =AB,, EtrA2 =p,,B =A, —pl

n

izratunava A ,A,,...,A, pomocu sledecih formula:

1
A, =AB, _,, ltrAn—l =p,B_=A_ —p,_ 1

A =AB

1
n nfl’;trAn :pn’ Bn :An_pnl
Gde p,,p,,...,p, predstavljaju koeficijente karakteristi¢nog polinoma po A. Nule ovog polinoma su
sopstvene vrednosti date matrice.

4. Metoda stepenovanja

Ovom metodom se sopstvene vrednosti i sopstveni vektori nalaze pomocu stepenovanih matrica. U
daljem tekstu je opisana realizacija ove metode.

Data je kvadratna matrica A,,. Treba odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore. Za matricu A
vaze sledeci uslovi:

1. Ay, ima n linearno nezavisnih vektora.

2. Sopstvene vrednosti se po veli¢ini mogu predstaviti na slede¢i nacin:

> | 2 2y 2 2
Ako je moguce dobiti ovakav raspored onda je sopstvena vrednost ‘7\,1‘ dominantno sopstvena vrednost

matrice A. Predpostavimo da A zadovoljava uslove 1.1 2. Ako je x, bilo koji vektor koje se moZe
predstaviti na sledec¢i nacin:

Xy = ¢, + v, tte, v,
gde je v,,...,v, skup linearno nezavisnih vektora, tada je:
Ax, = c Ay, + ¢, v+ e Ay

n"“n’n
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2 _ 2 2 2
A’x, =c, Ky, + c,Xv+..4c, Ky,

m _ m m m
A"x, = ¢, Ky, + c, v+ +c, Ky,

Ako podelimo poslednju jednacinu sa X, dobijamo:
iA"’x =cv +c & mv+ +c u mv
}\:’1‘ 0 171 2| }\41 20 n 7\‘] n

Kada m postaje sve vece, koeficijenti (itz) e (i‘;”j se priblizavaju nuli. Stoga, za veliko m
1 1

imamo:
1
}Tn]l
Sve dok je ¢, # 0, poslednja jednacina nam moZe dati vrednost A, (¢, # 0 ukoliko x, nije
ortogonalno na v,). Da bi sopstvena vrednost bila ta¢nija, posmatracemo slucaj za m + 1 jer je m + 1 > m:

m _
A"x, =cv,.

1
m+1 _
7\/m+1 xO - C]vl
1

Ako obe strane poslednje dve jednacine pomonoZzimo sa y, $to predstavlja bilo koji vektor koji nije
ortogonalan sa v,, imamo:

Lo
?(A X)) =cwvy
1
1
7\’Iﬂ+]
1

(A™ lxoy) =y

IzjednaCavanjem dobijamo sledece:

Lom L ym
W(A Xpy) = P (A Hxny) =c6vy
1 1
Deljenjem dobijamo:
Am+]x0y =Xr]l+| 27\11
A"x,y X

Poslednja jednakost predstavlja prvi korak u metodi stepenovanja. Za svaki sopstveni par (sopstvenu
vrednost 1 sopstveni vektor) imamo:

Av =)V
Ako pomnozimo sa L, dobijamo:
Av -
VL Y
L L

m+ 1
Ako y iz Toy predstavimo kao y = A"x,, onda imamo:
Xo¥
0.

A = A", - A", _ A(A"x,)- A"x,
A"x, - A"x, A"x, - A"x,
gde je A"x, =V §to potvrduje da je A"x, sopstveni vektor koji odgovara A,.
Ova metoda nije uspe$na u svim slucajevima. Postoje tri situacije u kojima ne funkcioniSe pravilno:
1. Kada koristimo metodu na nedijagonalizibiranim matricama.
2. Kada matrica App nema dominantnu sopstvenu vrednost ili kada je ‘7»1‘ = ‘kz‘,
3. Ukoliko matrica Ay, u startu ima gresku.
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Algoritam za koriS¢enje metode stepenovanja

Prvi korak: Ako vrednost:
A" x, - Ax,
A"x, - A"x,
odgovara sopstvenoj vrednosti A, onda se prelazi na drugi korak.
Drugi korak: Proveriti da li je (A,,A"x,) sopstveni par jednadinom:

A(A"x,) = A(A"x,))

Treci korak: Ako vaZi jednakost onda se (A,,A"x,) uzima za sopstveni par.

Ovaj postupak se moZe na ovaj nacin koristiti sve dok znamo do kog stepena matrice A izracu-
navamo sopstvenu vrednost. Medutim, nismo u stanju da procenimo do kog stepena treba racunati da bi
izracunali §to taCniju sopstvenu vrednost. Zato se metoda stepenovanja usloZnjava. Sada treba naci
odrednicu kada izra¢unavanje prestaje sa radom i da tu vrednost uzmemo kao najtatniju. Ako je X
izraCunata vrednost u nekom koraku, a Xl taCna vrednost, onda treba uzeti onu izraCunatu vrednost kada

je X, =%, X =X,

najmanje. Kako mi ne znamo vrednost X, onda moZemo samo izratunati koliko je

Kako je X, = Ax * imamo:
X-x

X — X

1 1

Ax - x 2

< —(x
(%)

Posto se ovom metodom i dalje dobijaju velike greske jer na pocetku ne znamo X, onda je najbolje da
izratunamo gresku preko vec¢ izraCunatih sopstvenih vrednosti u stepenima 7 i n + 1 sledeCom formulom:
Xon— X (n+ ])‘

X (n+ 1)‘

nt 1l

gde je G greska koju izracunavamo. Da bi greska bila manja, na svakom koraku dobijenu vrednost
mnozimo recipro¢nim skalarom tako da najveci ¢lan u vektoru bude jednak jedinici. Ovim dobijamo
novu vrednost koja umanjuje gresku, a ovo mnoZenje nam omogucava svojstvo Ax = Ax = Akx, gde je
skalar k razli¢it od nule.

U toku izraCunavanja, metoda stepenovanja uzima onu sopstvenu vrednost koja ima manju gresku od
one koju smo mi zadali. Na primer ako traZimo sopstvenu vrednost za G < 0.002, onda se uzima ona
sopstvena vrednost koja ispunjava ovaj uslov.

TraZenje nedominantne sopstvene vrednosti

Prethodnim je objaS$njena metoda stepenovanja za traZzenje dominantne sopstvene vrednosti. Medutim,
ova metoda se moZe Koristiti i za izraCunavanje neke druge sopstvene vrednosti. Pre kori§¢enja metode
stepenovanja potrebno je eliminisati dominantnu sopstvenu vrednost, tj. svesti je na nulu. Ako imamo U,
v, .

—, onda imamo:

za koje vazi da je U, = ‘
1

B=A-\NUU!

Kori§éenjem ove formule dobijamo sledeée sopstvene vrednosti 0, A,, A,, ..., A, i kori§¢enjem
metode stepenovanja izratunavamo A,. Na isti ovaj nacin se mogu izratunati i druge sopstvene vrednosti.
Mana ove metode je ta Sto ima veliki broj izraCunavanja i predstavlja jedan dug proces za izracunavanje
sopstvenih vrednosti.
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5. GreSgorinovi diskovi

Teorema 2. A—a, <Z

, n.

Dokaz: Neka je A sopstvena vrednost i x = x; odgovarajuci sopstveni vektor.i €1, 2, ..., n tako da je
X, = max‘x ‘ Tada je M 2> 0. x je sopstveni vektor i vazi Ax = Ax ili Z ax;, = = Ax,, Vz el,..
Kada rastavimo ovu sumu, imamo:
Z/_aijxj =Ax, —a,x,

Deljenjem jednakosti sa x; dobijamo:

=d,

i

ij

E . al.].axl.
— JFL Y S §
! X J#i

i

X
Poslednja nejednakost vazi jer vazi —- <1, Vj # i
X

i

skup D, = {z € C:|

Definicija 4. Neka je d, = zm a zove i-ti Gre$gorinov

disk za matricu A. On ima poluprecnik d; i centar u tacki ¢ije su koordinate realni deo a;; 1 imaginarni deo a;;.

Iz definicije vidimo da za matricu A, imamo n diskova u kompleksnoj ravni. Oni su centrirani u
dijagonalnim elementima te matrice. Na osnovu prve teoreme iz ovog poglavlja znamo da svaka sopstve-
na vrednost pripada jednom od GreSgorinovih diskova, ali to nam ne govori da svaki disk sadrZi sopstve-
nu vrednost.

Teorema 3. Svaka sopstvena vrednost matrice A pripada Gresgorinovom disku koji odgovara kolo-
nama matrice A.

Dokaz: Prethodna teorema i definicija diskova daju diskove koji odgovaraju kolonama A, gde je A
matrica Cije sopstvene vrednosti posmatramo. Transponujmo tu matricu. Znamo da su sopstvene vredno-
sti matrice A jednake sopstvenim vrednostima matrice A”. Dokaz ove teoreme je jednostavan, jer nakon
transponovanja matrice ¢lanovi dijagonale ostaju na istoj poziciji, pa se karakteristi¢ni polinom te matrice
ne menja, a samim tim ni sopstvene vrednosti. Dalji dokaz necemo navoditi.

Teorema 4. Podskup G od GreSgorinovih diskova nazivamo disjunktna grupa diskova ako ne postoji
disk u grupi G koji sece disk koji ne pripada G. Ako disjunktna grupa G sadrZi r nekocentri¢nih diskova,
onda ima r realnih sopstvenih vrednosti.

Dokaz: Neka A € Ay;. Defini§imo A'(p) kao matricu &iji su elementi van dijagonale pomnoZeni
promenljivom p, p € (0, 1). U A'(0) ima Gre§gorinovih diskova sa polupre¢nikom 0, centriranih u dijago-
nalnim elementima. Sopstvene vrednosti su u tom slucaju jednake dijagonalnim elementima. p povecava
Gresgorionove diskove, jer se povecava polupreénik diskova baziranih nad A'(p). Uz to se menjaju i
sopstvene vrednosti. Ova pomeranja se mogu naci kori§¢enjem korena karakteristicnog polinoma koji od-
govara A'(p).

Pomocu promenljive p i dijagonalnih elemenata nalazimo karakteristi¢an polinom koji odgovara A'(p)
i koji je funkcija koja zavisi od x i p. Za p € (0, 1) karakteristicni polinom ¢e biti neprekidan na intervalu
(0, 1). Ako je karakteristi¢ni polinom neprekidan na tom intervalu onda ¢e i njegovi koreni biti neprekidni
na tom intervalu. Kako su sopstvene vrednosti nadene pomocu korena, promena koju sopstvena vrednost
trpi je p (sopstvena vrednost se menja za p).

Ova teorema kaZe da sopstvene vrednosti uvek pripadaju jednom od diskova, a da na osnovu
neprekidnosti traga sopstvenih vrednosti nemamo mogucénost da sopstvena vrednost bude promenom
parametra premestena iz disjunktne grupe u disjunktnu grupu. To znaci da ukoliko ima r disjunktnih
diskova, ima r sopstvenih vrednosti koje im pripadaju.

Teorema 5. Ako Ay, sadrzi disjunktan GreSgorinov disk D; kreiran od kolone matrice sa realnim
dijagonalnim elementom, onda je sopstvena vrednost koja pripada disku D; realna.
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Dokaz: Neka je disk D; disjunktan u odnosu na ostale GreSgorinove diskove matrice A i neka je A,
sopstvena vrednost koja mu odgovara. Pretpostavimo da je A, oblika p + ig. Tada i broj p — ig pripada
disku Dj, jer je to A, i ukoliko je jedan od njih koren karakteristicnog polinoma, onda je i drugi. S
obzirom da im je rastojanje od centra diska isto, oni moraju pripadati istom disku, Sto je kontradikcija, jer
disku D; pripada samo jedna sopstvena vrednost.

6. Page Rank

Page Rank vrednost je vrednost koju Google dodeljuje stranici i na osnovu koje vrsi efikasnije
pretrazivanje. Cilj svake stranice je da ima §to vecu Page Rank vrednost §to joj obecava veliku posece-
nost i citiranje. Page Rank web stranice oznacava verovatnocu da ¢emo nasumi¢nim odabirom stranica
doci bas do te stranice. Ta verovatnoca zavisi od broja stranica koje je citiraju, tj. imaju link na nju,
odnosno od njihovih Page Rank vrednosti. Page Rank skupa stranica je raspodela verovatnoce i moze se
izraCunati za bilo koji skup stranica. Na samom pocetku algoritma odredivanja Page Rank vrednosti
verovatnoca je ravnomerno rasporedena.

Primer 1: Imamo skup od 4 web stranice: A, B, C i D. Neka poslednje tri imaju samo vezu sa A. Tada
je Page Rank stranice A:

PR(A) = PR(B) + PR(C) + PR(D) = 0.75
Ukoliko B ima link na D, D ima link na sve tri stranice, onda Page Rank stranice A iznosi:

PRB) | PRC) | PRD)

PRA) == 2 2

Drugim re¢ima, Page Rank savetovan od neke stranice jednak je koli¢niku pocetne Page Rank
vrednosti i broju stranica na koje ima link. Pretpostavlja se da stranica moZe imati samo jedan link na
neku drugu stranicu. Uopsteno, izraz koji odreduje Page Rank stranice A po prethodnim kritrijumima je:

PRy = PRB) | PRO) | PRD)

B L LD

gde je L() broj linkova koji sadrZi odredena stranica.
U opstem slucaju Page Rank vrednosti za bilo koju stranu iz skupa B, je:

VEB,,

Page Rank teorija smatra da ce ¢ak i imaginarni surfer koji slucajno bira stranice u jednom trenutku
prestati da ih posecuje. Verovatnoca, u svakom koraku, da e ta osoba da nastavi je faktor prigusenja d.
Testirane su razli¢ite vrednosti za faktor prigusenja i ispostavilo se da se u praksi uglavnom koristi
vrednost d = 0.85. Uz pomoc¢ ovog faktora koji se u svakom trenutku smatra poznatim i univerzalnim
Page Rank stranice A; iz skupa koji ima »n stranica ima oblik:

PR(A):¥+d > PRA)

JSL(A) 7

gde je Aj stranica koja je povezana sa stranicom A;. Tako je Page Rank vrednost stranice izveden u
funkciji od vrednosti drugih stranica. Ovaj nacin racunanja Page Rank vrednosti odgovara zahtevu da je
zbir svih Page Rank vrednosti skupa koji posmatramo jednak 1, jer je Page Rank vrednost stranice
verovatnoca dolaska na tu stranicu.
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Google svaki put kada pretraZzuje Web izraunava i obanavlja Page Rank indekse stranica. Kako
povecava broj dokumenata u svojoj zbirci poCetne priblizne vrednosti Page Rank smanjuje za sve
stranice. Formula za izraCunavanje koristi model slucajnih pretraZivaca koji posle nekoliko linkova
prelaze na sluCajan izbor stranica. Page Rank vrednosti stranice odrZava verovatnodu da ce slucajni
pretraziva¢ posetiti stranicu ako klikne na odredeni link. To se mozZe shvatiti kao Markovljev lanac u
kojem se navode stranice i svi prelazi sa stranice na stranicu su jednako verovatni i svi su linkovi
stranica.

Ako stranica nema linkova na druge stranice, ona prekida proces pretraZivanja. Medutim, reSenje je
prilicno jednostavno. Ako surfer stigne na takvu stranicu on preuzima drugi URL slucajno i nastavlja.
Prilikom izraCunavanja Page Rank vrednosti za ovakve stranice one dobijaju linkove na sve stranice iz
skupa, pa se njihov Page Rank raspodeljuje ravnomerno.

Matrica povezanosti bilo koje 2 stranice posmatranog skupa je simetri¢na matrica ¢iji ¢lanovi imaju
vrednost 1 ukoliko su te stranice povezane, a 0 ukoliko nisu. Page Rank vrednosti skupa stranica
kardinalnosti n ¢ine vrednosti dominantnog sopstvenog vektora koji odgovara normiranoj matrici
povezanosti. Normirana matrica povezanosti je matrica povezanosti ¢iji se ¢lanovi modifikuju tako da
zbir po svim kolonama bude 1. Ova matrica se naziva jo§ i transponovana Markovljeva matrica.
Dominanatni sopstveni vektor je sopstveni vektor koji odgovara najvecoj sopstvenoj vrednosti. Oznac¢imo
sa X taj sopstveni vektor.

PR(p,)
- _|PRp,)
X = :

PR(p,)

Na osnovu definicije sopstvene vrednosti i vektora imamo A - X = AX. Kada ovu jednakost primenimo
na normiranu matricu povezanosti i vektor X dobijamo matri¢nu jednaCinu ¢&iji je odnos medu prome-
nljivim:

(p,p) -+ Kp.p,)||PRp) PR(p,)
l(pz’p]) e l(pppn) Pﬁpz) — }\’ PI{pz)
p,.p,)) - Kp,p,)||PRp,) PRp,)

ili:
I(p,.p,) PR(p,) + (p,.p,) PR(p) + .. + [(p,.pn) PR(pw) = X PR(p,)
I(p-p,) PR(p,) + U(p,.p,) PR(p,) + ... + [(p2pn) PR(pw) = A PR(p,)

I(pn.p,) PR(p,) + U(pn.p,) PR(p,) + ... + Upnpn) PR(pn) = A PR(py).

Vektor x, tj. vrednosti PR(p,), PR(p,), ..., PR(p,) smatramo poznate i traZimo potreban uslov, tj.
restrikciju za sopstvenu vrednost A za koju je dati vektor sopstveni vektor normirane matrice povezanosti.
Ove jednacine moZemo sabrati:

D Upyp)PRp)+..+Y Up,.p)PRp,) = PR p )+.. +PRp,))
i=1 i=1
Posto je suma ¢lanova u istoj koloni normirane matrice jednaka 1 onda:

PRp,)*+...+PR(p,) = \PRp}+...+PR(p,)) = A =1

Da bismo dokazali postojanje ovog sopstvenog vektora koji sacinjavaju Page Rank vrednosti, potre-
bno je dokazati da za svaku normiranu matricu povezanosti postoji sopstvena vrednost A tako da je A =1
i da je ta vrednost dominantna, tj. najveca. Problem ¢emo rastaviti na sledece teoreme:
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Teorema 6. Sopstvena vrednost normirane ma-
trice povezanosti ne moZe biti veca od 1.

Dokaz: Gre$gorinovi diskovi imaju centar u dija-
gonalnim ¢lanovima normirane matrice povezanosti,
a to je u nuli, jer nema stranice u posmatranom sku-
pu koja ima link na sebe samu. Polupre¢nik Gresgo-
rinovog diska je zbir svih elemenata u jednoj koloni
izuzimajuci element koji pripada glavnoj dijagonali
matrice. U ovom sli¢aju je taj zbir jednak 1 jer pos-
matramo normiranu matricu. PoSto su svi elementi
matrice pozitivni, sopstvene vrednosti matrice pove-
zanosti su realni brojevi, pa maksimalnu moZemo
traziti medu taCkama preseka sa koordinatnim osa-
ma. Tako sopstvena vrednost moZe biti najviSe 1.

Teorema 7. Svaka normirana matrica poveza-
nosti ima sopstvenu vrednost jednaku 1.

Dokaz: Neka je A data matrica, a x vektor ¢iji su
svi Clanovi jednaki 1. Primetimo da je:

a, a, - oa,||l 1
ay Ay a,, |1 _ 1
a, a, a, ||l 1

Dalje sledi da je sopstvena vrednost matrice A"
jednaka 1 jer L = 1 zadovoljava jednakost A”¥ = X.
Znamo da su sopstvene vrednosti matrice jednake
sopstvenim vrednostima njene transponovane ma-
trice, $to znaci da je A = 1 sopstvena vrednost matri-
ce A, ¢ime je tvrdenje dokazano.

Ovim smo dokazali da se Page Rank vrednosti
mogu izracunati izraCunavanjem sopstvenog vektora
normirane matrice povezanosti (tj. transponovane
Markovljeve matrice) koji odgovara sopstvenoj vre-
dnosti A = 1. Ovaj nalin ratunanja je prakti¢an jer se
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korigovanjem povezanosti neke od stranica menjaju
samo njena vrsta i kolona u matrici, §to zahteva
manje vremena nego racunanje Page Rank vrednosti
na ,klasi¢an® nacin.
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Erna Oklapi and Sanela Numanovicé

Numerical Methods for Determining
Eigenvalues and Eigenvectors

In this paper numerical methods for determining
eigenvalues and eigenvectors are presented. Methods
for localization, the determination of dominant
eigenvalue and the determination of all eigenvalues
of symmetric matrix are represented. The use of
eigenvalue in other sciences were counted. Deter-
mining Page Rank values is one of the most impor-
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tant uses and its was described in detail. U
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