Jovana Perovic i Jelena Krmar

Geometrija masa

U ovom radu definisani su osnovni pojmovi vezani
za geometriju masa (materijalnu tacku i teZiste) i
dokazane teoreme koje se odnose na njih. Korisce-
njem metode geometrije masa pokazano je kako se
na drugaciji, elegantniji nacin moZe naci teZiste
bilo kog mnogougla i odnos u kom je neka duz po-
deljena. Ovom metodom dokazane su Cvevina, Me-
nelajeva, Van Obelova, Simpsonova i Njutnova teo-
rema. Definisan je baricentricni koordinatni sistem,
prikazano kako se u njemu odreduju tacke, kao i
veza sa Dekartovim koordinatnim sistemom.

1. Uvod

Geometrija masa proizilazi iz tih shvatanja da se
tacke u prostoru ne razmatraju kao tacke same po
sebi, ve¢ im se pripisuju proizvoljno izabrani
pozitivni ili negativni brojevi u svojstvu njihovih
masa, tako da se tacke pojavljuju sa dodeljenim
tacno odredenim koeficijentima.

G. Jung: Geometrija masa

Geometrija masa je oblast matematike nastala
kombinacijom mehanike i geometrije. Bavi se svoj-
stvima centra mase (teZiSta). Ideja o uvodenju masa
pri resavanju geometrijskih problema potice jo§ od
Arhimeda (III v. p. n. e.). Koristeci to, on je dokazao
da se medijane trougla seku u jednoj tacki. Geome-
trija masa najviSe se razvila kada je Avgust Ferdi-
nand Mebijus 1827. godine postavio prve definicije i
osmislio baricentri¢ni koordinatni sistem (vise od
dve hiljade godina posle Arhimeda).

Saznanja iz oblasti geometrije masa, kao i bari-
centri¢ni koordinatni sistem, nasla su veliku primenu
u matematici. Ova oblast je usko povezana sa mo-
mentom inercije, pa je nasla Siroku primenu u meha-
nici. Baricentri¢ni koordinatni sistem sve viSe nalazi
graficku primenu. Za prikazivanje odnosa sastojaka
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trokomponentnih sistema koristi se trougaoni dija-
gram koji je nasao primenu u hemiji, metalurgiji,
optici, populacionoj genetici (De Finetijev dija-
gram), statistici, geometriji i dr.

U ovom radu definisani su osnovni pojmovi i te-
oreme vezani za centar mase. IzloZena je ideja kako
se lako moZe odrediti teZiSte bilo kog mnogougla i
odnos u kom je duz podeljena. Metodom geometrije
masa dokazane su neke poznatije teoreme koje se
odnose na kolinernost tacaka i konkurentnost pravih.
Defininisan je baricentri¢ni koordinatni sistem i u
njemu su odredene koordinate nekih znacajnih taca-
ka trougla.

2. Osnovni pojmovi 1 teoreme

Osnovni pojam u geometriji masa je materijalna
tacka.

Definicija 1. Materijalna tacka (m. t.) je uredeni
par (m,P) gde je m realan broj, a P tacka. Kazemo
jos da tacka P ima masu m.

Ako tacke P,...,P, imaju mase m,...,m,,
postoji sistem m. t. koji se obi¢no oznacava sa:

{(m,P),....(m,,P)}.
Definicija 2. Centar masa (teziSte) sistema
{(m,P),....(m,,P)}
je tacka T koja zadovoljava:
m, T75] +...+m, T_Pnz 0
Teorema 1. Za svaki sistem m. t. postoji jedin-

stveno teZiSte.
Dokaz: Pretpostavimo da za sistem

§ = {(ml’E)""’(mn’R)}’
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Slika 1

Cija je masa razliCita od nule, postoji teZiSte 7" (slika 1). Izaberimo jos i proizvoljnu tacku O. Na osnovu
definicije za teZiSte vazi jednakost:

m, T751 +...+tm, T75”= 0
odnosno, na osnovu zakona o sabiranju vektora:
m (OP—OT) +m(OB—OT+...+m (OP—OT) = 0

m, OP+m, 07’2+...+mn 073,1—07(m1 +m,+...+tm,) = 0

or =" O_PI+ m, 0?2 +...+m, O_P,,
m, +my+...+m,
Desna strana izraza odreduje jedinstven vektor koji za svaki sistem tacaka uvek postoji. Primetimo
joS da zbir m, + m,+...+m _ mora biti razli¢it od nule.
Teorema 2. Ako u sistemu od n materijalnih tacaka, k£ (k < n) tacaka zamenimo njihovim teZiStem u
koje skoncentriSemo svu njihovu masu, dobijeni sistem ¢e imati isto teZiSte kao i polazni.
Dokaz: Neka je:

T, teziste sistema S, = {(m,,P),....(m,,P,)}
T, tezidte sistema S, = {(m,P),...,(mP)}
T teziSte sistema gde je S = {(mT,),(m,, T, ))...(m,T)}, gde je m = m +...4+m,

nn

Tada ée za tacku 7 u odnosu na proizvoljnu tacku O, na osnovu teoreme 1, vaZziti:

or. =™ OP, +...+m, OP,
m+...+m,

za tacku 7;:

or, =M 0731 +...+m, 071
m,+...+m,

i za tacku T

OF

k+1

- +m, OB, +...+m, OP,
m,+m,  +...+m,

Or = m, 07"k+ m

Iz druge jednakosti vidimo da je:

m, OP +...+m, OB = (m+...+m)OT,

Kada se to zameni u trecoj jednakosti dobije se jednakost ekvivalentna prvoj, tj. OT = 07"", odnosno,

T=T,
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Teorema 3. Za sistem od dve m. t. (m,A) i (m,,B) vaZi da se njihovo teZiSte T nalazi na pravoj AB,
pri ¢emu je TA : BT =m,:.m,.
Dokaz: Na osnovu definicije teZiSta vaZi:
m, TA + m, TB = 6
m, TA = m, BT
TA:BT = m,:m,

Iz poslednje jednakosti sledi da su vektori TA i BT linearno zavisni, pa su tatke A, B i T kolinearne.
Posledica. Ako su mase m, i m, obe pozitivni ili obe negativni brojevi, onda se teZiste nalazi na duZi
AB. Ako je jedna masa pozitivan, a druga negativan broj, teZiSte se nalazi van duZi AB.

Teorema 4. Ako se sistem od n materjalnih tataka S = {(m,,P,),....(m ,P,)} nalazi u jednoj ravni,
onda se i centar mase 7' tog sistema nalazi u istoj ravni.
Dokaz: Za teziSte vazi:

or="m oP+ m, oP +...+m, oP,
m, +m,+...+m,

Vektor OT je linearno zavisan od vektora 07’1, 0792, . OT’". Posto svi oni leZe u istoj ravni, onda je i

vektor OT u istoj ravni.

3. Odredivanje teziSta

Ideja za reSavanje sledecih problema je da tacke koje dele duzi u nekom odnosu budu njihova teZista.
To postizemo dodeljivanjem masa krajevima duZi. Mase moraju biti obrnuto proporcionalne
odgovaraju¢im delovima te duzi. Na ovaj nac¢in moZe se vrlo jednostavno odrediti odnos u kom je neka
duz podeljena i teziSte bilo kog mnogougla.

Primer 1. Kroz sredinu teZiSne duzi AA'i teme B trougla ABC povucena je prava. U kom odnosu ona
deli stranicu AC?

L % » Slika 2

Postavimo mase 2, 1, 1 redom u temena A, B i C (slika 2). Tada je A' teZiste sistema {(1,B),(1,C)}.
Teziste sistema {(2,A4),(2,A")} je tatka D, koja je istovremeno i teZiste trougla. Posto E € BD sledi da je
tacka E teZiSte sistema {(2,A),(1,C)}. Na osnovu teoreme 3 vazi da je AE: EC = mc:ma =1:2

Primer 2. Neka su tacke D, E i F redom na stranicama trougla ABC tako da vaZzi

BD :DC=CE:EA=AF:FB=1:2.Tacke K, L i M su redom preseci duzi BE i AD,BE i CF,AD i CF.
Dokazati da vazi:
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BL:LE=CM:MF=AK:KD=6:1.
BK:KE=CL:LF=AM:MD=3:4.
BK:KL:LE=CL:LM:MF =AM :MK:KD=3:3:1.

i da je povrSina trougla KLM sedam puta manja od povrSine trougla ABC.

Slika 3

Postavimo mase 1,4 i 2 redom u temena A, B i C. Tada su tacke D i E redom centri masa sistema
{(4,B),(2,0)} i {(1,A),(2,C)} sa masama (redom) 6 i 3 (slika 3). Iz toga sledi da je K centar mase sistema

{(1,A),(4,B),(2,C)} i da deli duzi BE i AD redom u odnosima 3 :4 i 6 : 1. Na sli¢an nacin se dokazuju i
ostali odnosi ako za teziste uzmemo tacku L ili M. Posto vazi: BK : KE=3:4i1BL:LE=6:1,sledi da je
BK:KL:LE=3:3:1.

Neka je P povrSina trougla KLM. 1z jednakosti duZzi AM i MK sledi da su povrSine trouglova KLM i
ALM jednake (imaju jednake osnovice i zajednicku visinu). Kako su i duzi ML i LC jednake, to su i
povrsine trouglova KLM, ALM i ALC jednake. Na sli¢an nacin se pokazuje da su i povrSine trouglova
CLK, CKB, BKM 1 BMA jednake povrsini trougla KLM. Dakle, trougao ABC se sastoji iz sedam manjih
trouglova povrsina P, tj. povrsina trougla KLM je sedam puta manja od povrsine trougla ABC.

4. Dokazi nekih poznatijih teorema preko centra masa

Teoreme koje slede mogu se dokazati i na drugaciji nacin (npr. preko sli¢nosti ili vektora). Ovde su
dokazane koriS¢enjem geometirije masa da bi bila pokazana ravnopravnost ove sa drugim metodama.

Teorema 5 (Van Obelova teorema). Neka su tatke A, B i C temena trougla, AA,, BB, i CC, duZi tako
da tatke A, B, i C, redom pripadaju stranicama BC, CA i AB, i sve se seku u jednoj tacki M. Ako vaZi
AC, :CB=piAB :BC=gq,ondajei AM:MA =(p+gq):1.

Dokaz: Dodelimo mase 1, p i g redom tackama A, B i C. Tada su B, i C, redom centri masa sistema
{(14).(¢.0)} i {(LA).(p.B)}, jer vaZi:

AC,:CB=p:1,

AB :BC=gq:1
M je centar mase sistema {(1,A),(p,B),(q,C)} i iz toga sledi da je AM: MA, = (p+q): 1.

Italijanskog inZenjera hidraulike Povanija Cevu zanimalo je sledece pitanje: Zamislimo da su na
stranama BC, CA i AB trougla ABC izabrane redom tacke D, E i F. MoZe li se bez ikakvih docrtavanja i
merenja unutar trougla, ve¢ samo na osnovu merenja na njegovoj konturi, zakljuciti da li se prave AD, BE
i CF seku u jednoj tacki? U teoremi koju je dokazao 1678. godine, koristeci svojstva centra masa, Ceva je
dao odgovor na ovo pitanje.
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Teorema 6 (Cevina teorema). Neka su take D, E i F redom izabrane na stranicama BC, CA i AB
trougla ABC ili na njihovim produZecima (slike 4 i 5). Prave AD, BE i CF su konkurentne ako i samo ako
vazi uslov (Cevin uslov):

(BD:DC)-(CE: EA)-(AF : FB) = 1

Slika 4

Slika 5

Dokaz: Pretpostavimo najpre da su prave AD, BE i CF konkurentne. Neka vaZe odnosi: BD: DC =

=p:1iCE: EA =q:1. Postavimo redom mase pg, 1 i p utemena A, B i C. Tada su tatke D i E redom
tezista sistema {(1, B), (p, O)} i {(p.C),(pq,A)}. U preseku pravih BE i AD nalazi se teZiSte T sistema
{(pq,A),(1,B),(p,C)}. Kako prava CF sadrzi teziSte T, to je tacka F teZiste sistema {(pq,A),(1,B)}. Iz
toga sledi da je AF:FB=1: pq.

Dakle, (BD: DC) - (CE : EA) - (AF : FB) = %%i = 1.
pq

Posmatrajmo sada u suprotnom smeru, ako vazi (Bb: D%C) . (C74 : 1574) '(AT : ﬁ?) = 1, treba pokazati

da su prave AD, BE i CE konkurentne. Pretpostavimo suprotno, da se ne seku u jednoj tacki. Tada postoji
tacka F' na pravoj AB takva da je tatka T na pravoj CF'. Na osnovu prvog smera vaZi:

(BD:DC)-(CA:EA)-(AF :F'B) = 1
Na osnovu pretpostavke vazi:

(BD:DC)-(CE: EA)-(AF : FB) = 1
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Iz poslednjih jednakosti sledi da je AF' : F'B = AF : FB. Pogto su tatke A, F', F i B kolinearne, to se

tacke F i F' poklapaju, a to je kontradikcija. Postoji slu¢aj kada je uslov zadovoljen, a prave su paralelne
(kada je zbir masa jednak nuli). Medutim, taj sluaj necemo razmatrati zato Sto ne moZe da se dokaZe
preko osobina centra masa.

Starogr¢ki matemati¢ar Menelaj je dokazao teoremu vrlo sli¢nu prethodnoj, a koja govori o kolinear-
nosti tacaka na pravama kojima pripadaju stranice trougla.

Teorema 7 (Menelajeva teorema). Neka su u trouglu ABC tacke D, E i F izabrane redom na
stranicama (ili na njihovim produZecima) BC, CA i AB. Tacke su kolinearne ako i samo ako vaZi jedna-

kost: (BD: DC)-(CE : EA)- (AF : FB) = —1
Dokaz: Pretpostavimo da su tacke D, E i F kolinearne. Razlikujemo dva slucaja: kada prava odredena

tackama D, E i F seCe dve stranice i produzetak tree (slika 6) i kada ta prava seCe sva tri produzetka
stranica (slika 7).

Slika 6

1. slucaj: Neka je F centar mase sistema {(m ,,A),(m,,B)} i C centar mase sistema {(m,,D),(m,,B)}
(slika 6). Tada se u preseku pravih AC i DF nalazi teZiste sistema {(m,,A),(m,,B),(m,, D)} i vaZe
jednakosti:

(1) m, CB+m,Cb =0

(2) mAF7\+mBFB=6

(3) m, EA+ (my +m,)EC =0
Iz jednakosti (1) sledi:
BC:Cbh= My
mB
BL:Cb+cb:cb="r 1|
mB
B_DD_’C - _mB +mD
: o

Na slican nacin se i iz druge dve jednakosti moZe pokazati da vaZzi:

AFirg= "

mA
CE-FA=_"T
my +m,
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Kad poslednje tri jednakosti pomnoZimo, dobijamo:

(BD: DC)-(CE - EA)-(AF : FBy = — "M ™ Mp My My _

my m, mg+m,

2. slu¢aj: Neka je C centar mase sistema {(m,,, D),(m,,B)} i F centar mase sistema {(m,,,E),(m,,D)}

(slika 7). Tada je A centar mase sistema {(m,, E),(m,,D),(m,,B)}. Analogno prvom slu¢aju, dobija se:

(BD: DC)-(CE: EA)- (AF : Fy = = "0 Ty Ma

B

m m, mg,+m,

Slika 7

Posmatrajmo u drugom smeru: polazeci od poslednje jednakosti, treba da dokazemo da su tacke D, E
i F kolinearne. Pretpostavimo da vaZi suprotno, tj. da D, E i F nisu kolinearne. Tada postoji tacka F' na
pravoj AB takva da su D, E i F' kolinearne. Na osnovu prvog smera vazi:

(BD:DC)-(CE : EA)-(AF : F'B) = —1
a na osnovu pretpostavke:
(BD:DC)-(CE: EA)- (AF : FB) = —1
1z toga sledi:
AF :F'B= AF:FB
Posto su A, B, F i F' kolinearne, to e F= F. Kontradikcija.
Teorema 8 (Simpsonova teorema). Iz proizvoljne tatke M koja se nalazi na kruZnici povucene su
normale na sve tri prave odredene stranicama trougla ABC koji je upisan u tu kruZnicu. Dokazati da se

podnoZja normala (tatke A,, B, i C,) nalaze na istoj pravoj (slika 8).
Dokaz: Ako bismo pokazali da vaZi:

(BA, : AC)-(CB, : BA)-(AC, :C/B) = —1

dokazali bismo i da vaZi kolinearnost.
Uvedimo oznake ZMBA =o, ZMBC =1 ZMCB =Y. ZMBA = ZMCA =a i ZMCB=
= /MAB =7y (periferijski uglovi nad istim lukom). Postaviéemo masu coty u tacku B i masu cotf} u

tatku C. Tada je A, centar mase tog sistema i tada je BA, : A,C = cot: coty. Postavimo masu cot o u

tacku A. Posto je masa u tacki B jednaka cot Y, to je C, centar mase sistema {(cot o, A), (coty,B)} i vaZi
odnos: AC, : C/B = coty: cot a.. Neka je tatka A’ centralno simetri¢na tacki A u odnosu na talku B, i po-

stavimo masu cot ot u A". Tada je B, centar mase sistema {(cot o, A"),(cot B,C)} i vazi odnos: CPI : BTA' =
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Slika 8

= cot o : cot 3. Posto je B, srediste duzi AA' to je B,A’ = —B/A, onda je CB, : B/A = —cot o : cot .

cotf —cota coty _ 1

(BA, : A]C)-(CB, : BA)-(AC, : C/B) = =
coty cotf cota

Iz poslednje jednakosti, na osnovu Menelajeve teoreme, vazi kolinearnost tataka A,, B, i C,.

5. Baricentri¢ni koordinatni sistem

To $to je trima tackama ravni moguce dodeliti takve teZine da bi se zadata Cetvrta tacka pokazala njihovim
centrom, ... dovelo me je do nove metode zadavanja tacke u ravni.
Avgust Ferdinand Mebijus

Baricentri¢ni koordinatni sistem je takav sistem u kome se poloZaj tacke u ravni odreduje u odnosu
na trougao (referentni trougao). Koordinate te tacke su odredene masama koje treba staviti u temena
referentnog trougla da bi ta tacka bila teziste trougla. Naziv potice od grc¢ke reci bario, §to znaci tezak,
prema tome, baricentar oznacava centar teZine.

Definicija 3. Baricentri¢ne koordinate tacke X su uredene trojke realnih brojeva (m,, m,, m,) za koje

vaZi da je m, + m, + m; # 0, a koje odgovaraju masama postavljenim redom u temena referentnog
trougla ABC tako da je tatka X njegovo teZiste.

Baricentri¢ne koordinate mogu biti normalizovane i nenormalizovane. Nenormalizovane ili homogene
koordinate mogu biti bilo koja tri realna broja ¢ija je suma razliita od nule. Ako uzmemo X kao teziSte

trougla ABC, onda vazi: m, XA+ m, XB+ m, XC = km, XA+ km, XB+ km, XC (k # 0). To zna¢i da su

koordinate tacke X i (m,,m,,m,) i (km,,km,,km,) odnosno, da tatka X nema jedinstvene koordinate. Da
bi tacke bile jednoznacno odredene, vrsi se normalizovanje koordinata. Ako spojimo tacku X sa temenima
referentnog trougla, dobi¢emo tri trougla od kojih je svaki odreden tom tackom i sa dva temena trougla.
Ovim moZemo dobiti normalizovane koordinate na dva nacina:
1. Odnos povrsSina svakog od tih trouglova sa povr§inom referentnog trougla predstavlja jednu
koordinatu tacke X. Ove koordinate se nazivaju povrSinske. Njihova suma je jednaka 1;
2. Za koordinate uzimamo prave vrednosti povrSina trouglova odredenih tackom X i temenima
trougla.
Teorema 9. Za svaku tacku u ravni referentnog trougla ABC mogu se odrediti baricentri¢ne koordina-
te (m,,m,,m;) u odnosu na taj trougao. Ako vazi da je m, + m, + m, =1, onda su te koordinate jedin-
stveno odredene.
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B c Slika 9
Dokaz: Ako je X teZiSte trougla ABC, onda je m, XA+ m, XB+ my Xt =0 (sllika 9). Iz toga sledi:

m, XA+ m,(XA+ AB) + m,(XA+ AC) = 0

(m, + m, + m3)X7X =m, BA+ m, CA

X%_mzlﬁ\+m3c_ﬁ

m, +m, +m,

Posto desna strana poslednje jednakosti uvek postoji, a njom je odreden vektor XA, to i taj vektor
uvek postoji (tatka X uvek postoji). Kada je m, + m, + m, = 1, onda je XA = m, BA+ m, CA. Mase m, i
m, su jedinstveno odredene. Samim tim i tacka m, =1—m, —m, je jedinstveno odredena.

Baricentri¢ne koordinate su realni brojevi, $to znaci da mogu biti pozitivne i negativne u zavisnosti

od polozaja tacke X u odnosu na prave odredene temenima referentnog trougla. Znak koordinate je jedan
ako taCka i trougao leZe sa iste, a drugi ako leZe sa suprotnih strana prave BC (slika 10).

+- Slika 10

Teorema 10. U ravni referentnog trougla lezi tacka X. PovrSinu trougla ABC oznaciéemo sa S,
trougla XBC sa §,, trougla XCA sa S, i trougla XAB sa §,. Ako u temena trougla ABC postavimo redom
mase brojno ili proporcionalno jednake povrSinama S, S, i S, centar mase Ce biti tacka X.

Dokaz: Svakako da ¢e bar jedna od pravih XA, XB i XC seci neku od stranica referentnog trougla.
Neka je to prava XB i neka seCe stranicu AC u tacki K (slike 11 i 12). PodnoZja normala iz temena A i C
na pravu BX su redom A, i C, (AA, = m,CC, = n). Trouglovi AA K i CC K su slicni. Iz toga sledi:
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Bv C Slika 11

Slika 12

u tacku C. Tada je K centar

. BXi BXi BX(m + . KX(m +
mase sistema {(H,Aj,(m,cj} sa masom y Ako postavimo masu y u tacku

AK:CK = AA, : CC, = m: n. Postavimo masu ? u tacku A 1 masu BXm

2 2
B, vazide XB:KX = BX(n;+n) : KX(";+’Z) pa ¢e X biti centar mase sistema
{(BZXn’A)(KX(’;"' n) ’Bj’(B)Z(m’Cj} sa masom koja je jednaka povrSini trougla. Znaci baricen-

tricnih koordinata zavise od poloZaja tacke X.

Na osnovu teoreme 10 dokazano je sledece:

Teorema 11 (Njutnova teorema). Ako su P i Q srediSta dijagonala AC i BD tangentnog Cetvorougla
ABCD, O srediste kruga upisanog u taj ¢etvorougao, dokazati da tacke P, Q i O pripadaju jednoj pravoj.

Dokaz: Neka je M tatka na pravoj PQ; B, B, P, P,, P. redom povrSine trouglova ABM, BCM, CDM,

ADM, ACM (slika 13). Baricentricne koordinate tatke M u odnosu na trougao ABC su (—F,, P, —F),au

odnosu na trougao ACD su (B, P,, P). Tada je tacka M centar mase sistema {(A,P_; —B).(B,P),
(C,P, —P),(D,P,)}. Tatka Q je teZiSte sistema {(B,P.), (D,P.)}, jer je srediste duzi BD, a tacke B i D su
opterecene jednakim masama. Kako M pripada duZi PQ, to je P teZite sistema {(A,P, — B),(C,P, — P)}.
Iz jednakosti AP = PC sledi jednakost P, — P, = P, —F,.

Ako tacka M ne pripada duzi PQ, centar mase sistema {(A,ﬂ —P), (C,P, —PI)} nije tacka P,

odnosno, nije srediSte duzi AC, pa ne vaZi jednakost P, — P, = P, — F,. Sada je dovoljno dokazati da za
centar upisanog kruga vazi b, — B, = F, —P.
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Slika 13

Slika 14

Analogno tacki M postavimo mase u temena Cetvorougla takve da je O njihovo teziSte. Tacka A je
optereéena masom:
+2R (z+ YR — )R
Ig—lg:(w DR @+ YR _(w—y)
2 2 2

Tacka C optereena je masom:
P -P :(x+W)R_(x+y)R :(w—y)R
2 2 2

gde su x, y, z i w tangentne duZi (slika 14). Kako je B, — P, = P, — P, to tacka O pripada duZi PQ.

Postoji vrlo jednostavna veza izmedu Dekartovog i Mebijusovog koordinatnog sistema. Ako imamo
koordinate taCke u Dekartovom sistemu, mozemo odrediti baricentri¢ne koordinate te tacke u odnosu na
bilo koji izabrani trougao i obrnuto. Kada kazemo Dekartov koordinatni sistem mislimo na njegov sistem
u ravni. Baricentri¢ne koordinate moraju biti normalizovane, tj. m, +m, + m, = 1.

Primer 3. Neka je data tacka M sa baricentri¢nim koordinatama (0.2, 0.3, 0.5). Treba odrediti njene
koordinate u Dekartovom koordinatnom sistemu.

Neka su koordinate referentnog trougla u Dekratovom sistemu A(2, 1), B(2, 5), C(5, 1).

[x, y] = 02[2, 1] + 0.3[2, 5] + 0.5[5, 1]

[x,y] =[04,02] + [0.6, 1.5] + [2.5,0.5]

[x, ] = [3.5, 2.2]

M@3.5,22)

Primer 4. Koristicemo podatke iz prethodnog primera, samo u suprotnom smeru. Zadata je tacka
M(3.5,2.2) i temena trougla A(2, 1), B(2,5) i C(5, 1). Treba izraziti baricentri¢ne koordinate tacke M u
odnosu na trougao ABC.
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2m, + 2m, + Sm, =35

Im, +5m, +1m, =22

m +m,+m; =1

ReSavanjem sistema dobija se: m, =02, m, = 03, m; = 05, Sto znaci da su baricentricne koordinate
tacke M(0.2, 0.3, 0.5) (pogledati primer 3).

5.1. Baricentricne koordinate nekih znacajnih tacaka trougla

1. Ortocentar (H) — tacka u preseku visina trougla

ctgpBct
A gBctgy

ctgactgy ctgBetga Slika 15

B D c

KonstruiSemo visine AD, BE i CF. Tacka H je ortocentar. Postavimo najpre masu coty u teme B i
masu cot u teme C. Tada je D njihovo teZiste. Da bi talka E bila centar mase za tatke A i C, odnos
masa kojima su opterecene treba da bude coty : cot oL. Zato éemo u teme A postaviti masu cotfcoty, a
masu u temenu C pomnoZi¢emo sa cot .. Da bi D ostalo teziSte tataka B i C, masu u temenu
B pomnozi¢emo sa cot o.. Tada je F' centar mase za tacke A i B, a H teZiSte celog sistema. To znaci da su
baricentri¢ne koordinate tacke H(cot 3 coty,coty cot a.,cot o cot [3).

2. Centar upisane kruZnice (S) — tacka u preseku simetrala unutra$njih uglova trougla

Slika 16

Neka je u trouglu ABC BC =a,CA =b i AB = c. Simetrala unutrasnjeg ugla kod temena A sece
stranicu a u tac¢ki D. Tada vazi odnos BD : DC = ¢ : b, analogno tome, CE : EA=a:ciAF: FB=b:a.
Da bi tacka S bila teziSte, postavicemo redom u temena A, B i C mase a, b i ¢. Dakle, baricentri¢ne

koordinate tacke S su (a, b, ¢).
3. Najdzelova tacka (N) — tacka u preseku duZi koje spajaju temena trougla sa dodirnim tackama
pripisanih kruznica naspramnih stranica
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Slika 17

Neka u trouglu ABC jedna od pripisanih kruZni-
ca dodiruje stranicu BC u tacki A, pravu AB u tacki
P ipravu AC u tacki Q i neka je BC =a,CA =bi
AB =c.

Posto je BA, = BPiCA, =CQ (tangentne duZi),
to je AP+ AQ =AB+ BA, + A\C +CA =2s (obim
trougla). Kako su i AP i AQ tangentne duZi, onda je
AP =AB+ BA, = AQ = AC + CA = s (poluobim).
Tacka A, deli stranicu BC u odnosu
(s —c): (s —b) paéemo u tactke B i C redom
postaviti mase s — b i s — ¢. Na sli¢an nacin moZe se
pokazati da tacku A treba opteretiti masom s —a da
bi N bilo teziSte. Znaci, baricentri¢ne koordinate
Najdzelove tacke su (s —a,s —b,s —c¢).

6. Zakljucak

Metodom geometrije masa moze se jednostavno
nadi teziste bilo kog mnogougla, odnos u kom je
neka duz podeljena i dokazati Cevina, Menelajeva,
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Van Obelova, Njutnova i Simpsonova teorema.
Odredivanjem baricentri¢nih koordinata nekih zna-
Cajnih tacaka trougla olak3ava se pronalaZenje kara-
kteristicnih veza izmedu njih.

Zahvalnost. Zahvaljujemo se Andreji Ilicu i
Zlatku Emediju na pomoci.
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Mass Geometry

In this paper the basic concepts of mass point
geometry (mass point and center of mass) are de-
fined. Some theorems related to them are proved.
Using this method it is shown how to find the center
of mass of any polygon, and the rate in which the
segment is divided. Ceva's, Menelaus', Van Obel's,
Simpson's and Newton's theorems are proved in dif-
ferent ways. The barycenric coordinate system is de-
fined. It is shown how to identify a point in it and its
connection with the Descartes coordinate system.

7=\

)

DEO |-



