Marija Stanojevic

Odredivanje konfiguracija
kruznica koriste¢i prostor
Minkovskog

U ovom radu se razmatraju osobine sistema Cetiri
kruZnice u zavisnosti od odnosa svake dve kruZnice.
Dokazana je Dekartova teorema koja pokazuje da
ako su u sistemu Cetiri kruZnice svake dve medusob-
no tangentne, onda vazi Dekartova jednakost. Defi-
nisano je preslikavanje skupa kruzZnica u Ccetvoro-
dimenzionalni prostor Minkovskog i data je formula
koja se odnosi na refavanje sistema Cetiri kruZnice.
Ova formula korisc¢ena je da bi se nasao Cetvrti krug
u sistemu u kome su poznata tri kruga i odnos cetvr-
tog kruga sa svakim od tri data kruga. Ovaj metod
koristi se u reSavanju matematickih problema i od-
redivanju nekog realnog sistema.

1. Uvod

Svaku kruznicu mozemo definisati kao polinom
drugog reda oblika

C(x,y) = a(x® + y*) = 2px —2qy + ¢ (1)

Lema 1. Ako je a vodeci koeficijent jednacine

Cx,y) =a(x* +y)—2px —2qy + ¢ =0
dokazati da za a = 0 ovaj polinom predstavlja jedna-
¢inu prave.

Dokaz: Ako u jednaCinu kruZnice uvrstimo a = 0
dobijamo da je C(x,y) = —2px —2qy + ¢ = 0, odakle
sledi da je y = Pry Zi’ ako koeficijent uz x pred-

q q

stavimo kao k = _—p, a slobodni ¢lan kao n = 2i,
q q

ovu jedna¢inu mozemo napisati kao y = kx + n, Sto
je linearna jednacCina prave. MoZemo primetiti da je
jednacina prave zapravo specijalan slucaj jednacine
kruznice. Pretpostavimo da postoji a # 0 za koje
vazi da je

C(x,y) = a(x* + yz) —2px—2qy+c=0
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takode jednacina prave, odatle sledi da je kvadratna
jednacina ujedno jednacina prave, §to nije mogude.
Kako ¢emo razmatrati samo osobine kruZnica
pretpostavicemo da je a # 0. Odredimo koordinate
kruZnice koja je predstavljena polinomom oblika
C(x,y) = a(x*> + y*) —2px — 2qy + c.
Ovaj polinom mozemo transformisati tako da do-
bijemo karakteristicnu jednaCinu kruZnice

(=)0 -3

Odavde vidimo da se centar nalazi u tacki (1’,
a

RS

}o

polupre¢nik je

(o2

Definicija 1. Ako je u jednacini kruZnice oblika

Clx,y) =a(x* +y*) —2px —2qy +c =0
koeficijent a =1, onda kazemo da je ta kruZnica
normalizovana.

Klasu kruznica oblika
Oxy)=0-(x"+y)—2-0-x—2-0-y+c=0
nazivamo klasom nepostojecih kruZnica jer se
matematicki mogu izvesti, a takve kruZnice ne
postoje u realnom svetu.

Definicija 2. Ugao izmedu kruznica C; i C2 koje
se seku jednak je uglu izmedu tangenta na krugove iz
tacke preseka krugova.

Marija Stanojevi¢ (1991), Nis, Jelasnicka 3b,
ucenik 3. razreda Gimnazije ,,Svetozar Markovic*
u Nisu
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2. Osobine kruznica

Definicija 3. Neka su
C,(x,,y) =a,(x] +y)—2px, —2q,y, + ¢, =0 2)

Cy(%,,5,) = a)(x3 +y2) —2p,x, —2q,y, + ¢, =0 3)
jednacine kruZnica, onda se zbir kruznica C, + C, moZe predstaviti jednaCinom
(C, +C)xy) =(a, + a,))(x* +y*) =2p, + p,)x —=2q, +q,)y +(c, +¢,) =0
Proizvod kruZnice C| i skalara k € R definiSemo jednacinom oblika
kC (x,,y,) = ka,(x] +y}) = 2kp,x, —2kq,y, + ke, =0
Definicija 4. Ako su (2) i (3) jednacCine kruznica C, i C, onda je proizvod tih kruZnica

c,a, +c,a,

Cl*cz :p1p2+q1q2_ )

Lema 2. Ako su C,, C, i C, kruZnice i k realan broj, onda vaZzi

1) C,*(kC)) =(kC)*C, =KC, *C,)

2)C, ¥ (C,+C,)=C,*C,+C, *C,

Dokaz: Tvrdenja 1) i 2) moZemo lako dokazati ako svaku kruZnicu predstavimo u obliku jednacine
(1) 1 primenimo formulu za proizvod kruZnica. Pregrupisavanjem koeficijenata sa svake strane jednakosti
dobijamo da jednakost vazi.

Lema 3. Ako su C, =01i C, =0 dve normalizovane jednacCine, onda proizvod kruZnica moZemo

predstaviti kao C, *C, =d* —r} —r] gde je d rastojanje izmedu centara kruznica. Ovaj proizvod nazi-
vamo Derbuov proizvod (Darboux).
Posledica 1. Za dve normalizovane kruznice koje se medusobno seku vazi da je Derbuov proizvod
C, *C, =rnr,cos Q.
Lema 4. Dve kruznice C, i C, su medusobno normalne ako i samo ako je njihov proizvod nula.
Dokaz: Ako se ova dva kruga seku, onda za njih vazi da je C, * C, = rr, cos o.. Kako je o = g, to je
cos 0. =0, pa samim tim i taj proizvod je nula. Ako je proizvod dva kruga 0, onda je C, * C, = r,r, cos ol
=0ir #0ir #0, odakle sledi da je cosa =0, pa je o :g.
Za ¢ # 0 moZemo napisati jedan¢inu kruZnice oblika @ (x,y) =0-(x> +y*)—2-0-x—2-0-y +
+c = 0. Sve jednacine kruzZnica ovog oblika predstavljaju familiju nepostojecih kruznica.

3. Dekartova teorema

Teorema 1. Neka su Ci, C2, C3 i C4 Cetiri kruznice u ravni takve da svaka dodiruje spolja ostale tri.
Neka je R; poluprecnik kruznice C;, onda je

o111 11 1 1Y
R R R R) \R R R R

1 2 3 4

. 1 . .. L. . .. .
Dokaz: Neka je o, = R zai=1,2,3,4. JednaCinu svake kruznice moZemo transformisati tako da je

i

i

a, = rE Pretpostavimo da postoje realni brojevi x, x,, x, i x, tako da je

i
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xC, +xC, +xC, +x,C, =0 4)

gde je O kruZznica iz familije nepostojecih kruznica. MnoZenjem kruznica C1, C2, C3 i C4 sa ® dobijamo

. . o . ” .. R . - .
sistem jednacCina. Sa desne strane svake jednacine se nalazi Clan 2’ , gde je R polupre¢nik nepostojece

. . - - . 1 o.R ..
kruznice ®. Kako smo jednaacine transformisali tako da je o, = 7 onda zamenom 0., u 2’ dobijamo

i

%, zatim predstavimo X kao a, . Kako je R bilo koji broj, polupre¢nik kruZnice iz skupa nepostojecih
kruznica, uzeéemo da je R = —4 i dobijamo sistem jednacina:
X, =X, —X; —Xx, =0,
=X, tXx, —x;—x, =Q,
X, =X, + X, —x, =0, (5)
X, =X, —x;+x, =0Q,
Jednakost (4) vazi ako je reSenje dobijenog sistema jedinstveno. Ako predstavimo ovaj sistem kao
matricu, onda je sabiranjem i oduzimanjem vrsta moZemo transformisati u matricu

-1 1 1 1
0 2 0 2
0 0 2 2
0o 0 0 -4

Kako je determinanta ove matrice razli¢ita od nule onda prema Kramerovom pravilu postoji
jedinstveno reSenje ovog sistema (slika 1).

Slika 1.

Dekartov sistem Cetiri
kruZnice

Figure 1.

Descartes system of four
circles

Ako mnozimo jednacinu (4) sa jednafinom kruZnice ©®, sa desne strane dobi¢emo nulu kao proizvod
dve O matrice, a odgovarajua jednadina je

X0, +x,0, +x,0, +x,0, =0 (6)

Ako u jednacini (6) zamenimo o, odgovarajuom jednacinom iz sistema (5) dobijamo
4 4
2 —
2% =2 D xx, =0 )
i=1 i=1,j=1
Sabiranjem jednalina iz sistema (5) dobijamo da je o, + o, + o; + o, = —2(x, +x, +x, +x,),
odatle sledi da je (o, + o, + o, + o, )" = 4x, +x, + x, +x,)°. Zamenom 0, odgovarajuéom jednadi-

nom iz sistema (5) dobijamo formulu
4

2ol=4> % (8)

i=1 i=1,j=1

4 4
Razlika (o, + o, + 0, + )" = 4(x, +x, +x, +x,)’ i Y o =4 D x? daje jednacinu oblika

i=1 i=1,j=1
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i oo, =4 ix,.xj 9

i=1,j=1 i=1,j=1
Koristedi jednacine (8) i (9) jednacinu (7) moZemo da transformiSemo u sledecu
(O, + 0, + 0, +0,) =207 + 05 + 0k +a))

1 .. . "
Zamenom O sa z dobijamo Dekartovu jednacinu.

i

Jednacinu dobijenu Dekartovom teoremom moZemo predstaviti kao proizvod matrica

-1 1 1 1/||b

1 -1 1 1]|b
T — 2 —
b'Db = [b, b, b, b4] L1 oo ||s T 0.

111 —1[b

I\

. Prostor Minkovskog

Definicija 5. Prostor Minkovskog je Cetvorodimenzionalni pseudoeuklidski prostor R, ;.

U cetvorodimenzionalnom prostoru Minkovskog postoji jedna dimenzija koja odreduje vreme, koju

obelezavamo x, = ct, gde je ¢ brzina svetlosti, a ¢ vreme. Ostale tri dimenzije predstavljaju prostor i
obelezavamo ih sa x, = x, x, =y, x; =z

Definicija 6. Pseudoskalarni proizvod vektora x i y definiSemo kao

<x,y>]3 = XpYo T4 T XY, TS5
Iz definicije pseudoskalarnog proizvoda dva vektora sledi da je pseudoskalarni kvadrat vektora

2
HxH13 = <x’x>1,3 =X§ _xlz —XZ —Xi.
Definicija 7. Prostor Minkovskog mozemo podeliti na tri disjunktna podskupa (slika 2):
1) {xe R‘]‘S:HXHH >0} je skup vremenskih vektora
2) {x eR/ S:MH =0} je skup izotropnih (svetlosnih) vektora

2) {x € RTSZHXHH <0} je skup prostornih vektora.

Izotropni vektori su oni vektori kod kojih vaZzi xé = x]2 + x§ + xi.

gt Slika 2.
‘\ L, Prostor Minkovskog. Isprekidane
. o linije oznaCavaju izotropne vektore
5 3% koji odreduju svetlosni konus.

i . Figure 2.
L, N Minkowski space. The dotted lines
< . represent isotropic vectors that
determine the light conus.

Definicija 8. Standardna izotropija Cetvorodimenzionalnog prostora Minkovskog podrazumeva

linearni realni prostor M = R'sa skalarnim proizvodom <> datim matricom
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Iz definicije 8 vidimo je za vektore v = [vl,vz,v3,v4] iw= [WI,W2,W3,W4] skalarni proizvod jednak

2

1 1 . 2
<v, w> =5 VW +—v,w, —v;w, —v,w,. Kvadrat vektora v je odatle \{ =V, =V — V.

2
Matricu (10) zovemo standardna izotropna baza.
Definicija 9. Pedo (Pedoe) projektivno preslikavanje je preslikavanje iz skupa €2 krugova u vektore u
standardnom izotropskom Minkovski prostoru M (projektivni prostor PM) , £Q — PM

T
nC) =L {[ 1 xé +yg - X, Yol }
gde je L lineal za vektorski prostor V.

Ukoliko Pedo preslikavanjem slikamo pravu dobiéemo skup vektora

n$)=L{[0 5 a o]}

Ako Pedo preslikavanje proSirimo i na tacke one se slikaju u
aP)=L{[1xX+y —r x y]T}

$to se nalazi u izotropnom delu prostora, gde je ‘Tr(v){z =0, Vv € WP). Zraci koji predstavljaju krugove

leze u M van svetlosnog konusa.

Slika 3.

Zraci u prostoru Minkovskog
koji predstavljaju kruznice

Figure 3.

Rays in Minkowski space that
represent circles

Definicija 10. Pedo specijalno preslikavanje je specifikacija ©":Q2 — M koji preslikava jedini¢ni
prostor kao vektor u M tako da '(C) = ®C) i |n' (C )‘2 = —1 (slika 3).

Da bismo izbegli dvosmislenost ove definicije uzeéemo da je prva komponenta T uvek nenegativna.
Vektor T zovemo Pedo vektor.

1
’
IZ xz+yz—r2

T[*zb*E r

X Y

y' r

Y

L r i
1 - +y—r . .

gdesub=7,b=x Y r,x _Ely_y
r r r

Pokazimo sada da su matrice C i 7 sli¢ne, tj. da m predstavlja isti krug kao C.
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Teorema 2. Specijalno Pedo preslikavanje je injekcija u jedini¢ni hiperboloid u M i odgovara
pseudoeuklidskom skalarnom proizvodu koji je u relaciji sa Darbuovim proizvodom krugova
1 C *C
(mCp,mC,) =5 ===

hh

Nadimo ortonormalnu bazu koja je dijagonalna i odgovara izotropskoj bazi u kojoj smo da sada radili

0L 0 0 10 0 0
1t o0 0 o0 o -1 0 o0
8510 0 =1 o % %o 0o -1 o

00 0 -l 00 0 -l

Odavde sledi da je skalarni proizvod sada <v, w> =vw, —v,w, —v;w; —v,w,. Pedo vektor kruga sada je
oblika

1+x§+y§—r2 b2+xg;ry§_1
22r2 2 22b 2
e ] i e e e N
y v
L y J

5. Teorema o konfiguraciji krugova

Definicija 11. Gramova (Gram) matrica sa elementima f;; je matrica skalarnih proizvoda svih vektora

v €V, gde je V vektorski prostor, tako da je f;, = <vl,v2>.

Neka su Cy, C2, C3 i C4 kruZnice predstavljene Pedo jedini¢nim vektorima. DefiniSimo matricu
A=[c, ¢, €, C,]inad njom uvedimo Gramovu matricu tako da je f,, = (C,.C)).

Teorema 3. Ako su krugovi Ci, C2, C3 i C4 linearno nezavisni vektori, onda je

AFA" = G 1)

gde je G inverz G =g~' i F je inverz F = .

Dokaz: Matricu f moZemo napisati na sledeci nacin f = A"gA. Kako je A inverzibilna matrica zbog
nezavisnosti ova Cetiri kruga, onda moZemo napisati f' = A'g"'(A")”". PomnoZimo sada obe strane
jednakosti sa A i A”.

Osnovni uslov ove teoreme je da su vektori kruznica linearno nezavisni, pa ovaj metod ne moZemo
primeniti na linearno zavisne vektore. U slucaju linearno zavisnih vektora determinanta matrice f bi bila
jednaka nuli, pa ne bismo mogli da nademo inverz F, §to znaci da ne bismo mogli da primenimo ovu
metodu.

Ako je
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0L 0 o0 02 0 0

10 _ 2 0 0 O
g:z :>G:g1:

0 0 -1 00 -1 0

00 0 -1 0 0 0 -1

Lema 5. Neka je u;, i = 1, 2, 3, 4 jedan od cetiri vektora b, E, x*, y*, onda uiTFuj = G,.'j.

Da bismo olakSali neka izracunavanja moZemo da primenimo jednakosti

() Fat = —1
) Fy* = -1
b"Fb =0

Jednagina b"Fb = 0 je zapravo Dekartova formula, koja vaZi za nezavisne krugove.

6. Neki karakteristi¢ni preseci krugova

Lema 6. Ne postoji konfiguracija Cetiri medusobno normalna kruga (slika 4).
Dokaz: Matrica F je u ovom slucaju jedini¢na matrica, pa jednacinu (11) moZemo pisati AFA" =
= AA" = G. Ovakva jednacina je nemoguca jer je leva strana jednaline pozitivna, a desna negativna.

Slika 4.

Neuspeli pokusaj crtanja Cetiri
kruZnica od kojih su svake dve
medusobno normalne

Figure 4.

Failed attempt to draw four
circles every two of which are
mutually normal

Teorema 4. (ProSirena Dekartova teorema) Cetiri kruga od kojih se svaka dva dodiruju unutra ili spolja
(slika 5) zadovoljavaju jednaCinu iz Dekartove teoreme

o111 11 1 1Y
RI R2 R? R4 RI RZ R3 R4

Dokaz: Za svaka Cetiri kruga od kojih se svaka dva dodiruju spolja vazi da je matrica f jednaka

-1 1 1 1 -1 1 1 1
F= 1 -1 1 1 DF:fﬂ:l. 1 -1 1 1
1 1 -1 1 4 11 1 -1 1
1 1 1 -1 1 1 1 -1

(pogledati poglavlje tri, dokaz Dekartove teoreme).
Primenimo sada jednacinu (11) i dobi¢emo:

b b, b, b |[-1 1 1 U] |b b x 08 0 0
b, b, b, b | |1 -1 1 1| |b b x v,| |8 0 0 0
Xooxox x| |11 =1 1| b b ox oy |00 -4 0
vy v w1t 1 =1 | B ox y.| 00 0 -4

5 “ i . 1 .
gde su obe strane pomnoZene sa Cetiri, pa je 4 f = D, matrica Dekartove teoreme.

ZBORNIK RADOVA 2008 MATEMATIKA - 99



KPR

Slika 5. Moguca geometrijska reSenja proSirene Dekartove teoreme

Figure 5. Possible geometric solutions of the extended Descartes theorem

Da bi uopstili ovu jednakost moramo pretransformisati matricu f, tako da ona predstavlja i moguénost
da se dva kruga dodiruju unutra. Dobijamo da je

-1 1 1 -1 -1 1 1 -1
1 -1 1 -1 1|1 -1 1 -1
= = F=f'=_. = RDR
! 1 I -1 -1 ! 4 |1 1 -1 -1

gde je R = diag(1, 1, 1, —1). Odatle sledi da je profirena Dekartova formula b"(RDR)b = 0, ili
(Rb)"(Rb) = = 0. Zbog toga kruZnice koje se dodiruju sa unutrainje strane imaju pseudoskalarni
proizvod —1.

7. PoloZzaj Cetiri kruznice

Koriste¢i formulu (11) moZemo nadi polozaj kruznice C4 ako znamo polozaje kruznica C1, C2,1 C3 i
ako znamo polozaj Cetvrte kruznice u odnosu na ostale kruZnice.
Svaki element matrice f izratunavamo na sledeci nacin

_diz.j_riz_}f/z_l d bb b,2+bl2
(pi.j_T_E i'”j_Tb,- (12)

. Lo . . T |
d;;j je rastojanje izmedu centara krugova i i j, r; oznacava poluprecnik i-tog kruga, a b, = — je krivina.
‘ T,
Iz ove formule moZemo razlikovati nekoliko slu¢ajeva odnosa kruZnica C; i C; koji daju odredene
skalarne proizvode koje emo oznaCavati sa @, ; (slika 6).

Figure 6.
Q Possible relations

between two circles

Slika 6.
Moguci odnosi dve
kruznice
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2 2
LR manii e od 1.
2nr,
2) Ukoliko se ova dva kruga poklapaju, onda je @,, = —1.
3) Ako se seku, @, ; je jednak polovini kosinusa ugla pod kojim se seku.
4) Ako su Cj i C4 medusobno normalne kruZnice, onda je @,, = 0.
5) Ukoliko se kruznice C; i C4 dodiruju o, 4 =1
6) Ako nemaju zajednickih tacaka @,, je veci od jedan.

Posle odredivanja elemenata matrice f traZimo njen inverz F i primenjujemo jednacinu (11).

1) U slucaju da su kruZnice koncentri¢ne ¢,, =

7.1. Apolonijev problem

Apolonijev problem se sastoji u nalazenju kruznice C4 koja dodiruje tri proizvoljno zadate kruznice C1,
C> i C3. Dokazimo da ovakva kruZnica postoji i da ovaj problem ima osam razlicitih reSenja. Matrica koja
predstavlja Apolonijev problem je

—1 % x4l
-1 % 1]
S
+1 1 1 -1

To je simetri¢na matrica u kojoj su prva tri elementa zadnje kolone (prva tri elementa zadnje vrste) 1
¢ime odredujemo sve moguce slucajeve, a ukoliko se opredelimo za ta¢no odredene znakove ispred prva tri
elementa zadnje vrste (kolone) dobijamo jedno od osam mogudih resenja jer imamo ukupno 2° mogucnosti
(slika 7). Da bismo definisali elemente * matrice koristimo jednacinu iz teoreme 2. Iz jedancine (12)
dobijamo da je konfiguracija matrice

-1 o, ¢, *I
f= ¢, 1 ¢y =l
P Gy 1 F1
1 £l *1 -1

U zavisnosti od odnosa kruznica C1, C2 i C3 mozemo izraCunati vrednosti ;- Za konkretno date
krugove C1, C2 i C3 moZemo izracunati vrednosti o, i dodati ih u matricu f. Zatim raunamo inverz
matrice f'i primenjujudi jednakost (11) mozemo naci G i reSenje Apolonijevog problema koji dobijamo iz
F. Zapravo, na osnovu datih uslova i tri kruga Ci, C2 i C3 moZemo nadi mesto Cetvrte kruZnice. Kako je
bF bT =0, gde je b= [b1 b, b, b4] 1 kako znamo vrednosti b1, b2, b3 mozemo naci vrednosti za b4,

¢ime bismo mogli da odredimo i polupre¢nik Cetvrtog traZenog kruga.
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Slika 7.

Graficki prikaz svih osam
reSenja Apolonijevog
problema

Figure 7.

Graphic representation of all
eight solutions of the
Apollonius problem
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8. Program za racunanje poluprecnika 1 polozaja centra Cetvrtog kruga

Ovaj metod odredivanja osobina Cetvrte kruznice, ako su poznate ostale tri kruznice i odgovarajuci
odnosi, moZe se isprogramirati. Program koji je napravljen za ulazne podatke koristi poluprecnike tri
kruZnice i odgovarajuce odnose izmedu kruznica i na osnovu njih odredjuje polupre¢nik koriste¢i metod
opisan u radu ukoliko je moguce odrediti sistem ovim metodom. Dobijeni ulazni podaci se koriste za
racunanje pseudoskalarnog proizvoda za svake dve kruznice i na osnovu toga se nalazi Gramova matrica
f- Zatim se odreduje determmanta tako dobijene matrice i ukoliko je moguce odreduje se inverzna matrica
Gramovoj matrici F = f Ukoliko je determinanta nula, onda nije ispunjen osnovni uslov metoda
opisanog u radu, da su svaka dva vektora kruznica medusobno nezavisna, pa se ova metoda ne moZze
upotrebiti za reSavanje tog sistema. Za inverznu matricu Gramovoj matrici vazi tvrdenje teoreme 3:
AFAT =G, gde je

b, b, b, b, 02 0 0
A:E' b, b, b, iG:g"=2 0 0 0
XX, X, X, 00 -1 0
ViV ¥ W 00 0 -l

Iz leme 5 vazi u, Fu =G, .t.akou =b"1i u;, = b, onda Ce biti b"Fb =G, iz formule AFA" =G,
gde je b = [b b, b, b } Kako je G1 1 =0 dobljamo jednacinu b" Fh = 0 koja se svodi na kvadratnu

jednacinu po b, = R ReSavanjem ove kvadratne jednacine dobijamo moguce poluprecnike. Ukoliko je
4

diskriminanta ove kvadratne jednacine manja od nule sistem je nere§iv ovom metodom. U suprotnom,
dobijamo dva reSenja. Ako je neko od njih manje ili jedanko nuli, program ga ne ispisuje kao moguce
reSenje. Za date koordiante tri kruZnice program moZe da nade koordinate Cetvrte kruZnice reSavajuci
jedancine koje dobija na osnovu odnosa svake dve kruznice i njihovih poluprecnika.

9. Model monocikla

Metodom koji je pokazan nalazimo potrebne osobine Cetvrte kruZnice ako znamo poluprecnike ostale
tri kruZnice i odnose svake dve kruZnice. Ovaj metod moZemo primeniti na problem voZenja monocikla.
Nacrtajmo model ¢oveka koji vozi monocikl. Takav model sadrZi Cetiri kruznice: tri koje su odredene
duzinom covekovih nogu i Cetvrte koja je polupre¢nik monocikla. MoZemo da nademo najbolji
poluprecnik tocka ako odredimo odnose ove Cetiri kruZnice u odredenom poloZaju ¢oveka. Uzmimo
slucaj kad je ravan koju Cine pedale horizontalan (slika 8).

Slika 8.
Horizontalni polozaj pedala

Figure 8.
Horizontal position of pedals
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Dobijene odnose krugova zamenimo u Gramovu
matricu i potraZimo inverz ove matrice. Koristimo
jednaginu b"Fb = 0, gde je dvostruki elemenat Fij

koeficijent ispred proizovda b,b;, = —— i koeficijent
RR,
. r . . L . .
ispred b;b, = RE jer je matrica simetri¢na. Na ovaj
U

nacin dobijamo kvadratnu jednacinu ¢ijim reSava-
njem nalazimo polupre¢nik Cetvrte kruZnice, u ovom
slucaju tocka. Ovaj problem mozemo da reSimo i
preko programa obrazlozenog u prethodnom poglav-
Lju koji nam daje rezultat R4 = 2.63 za poluprecnik
trazenog tocka.

10. Zakljucak

U ovom radu su ispitivani odnosi kruZnica u sis-
temu sa Cetiri kruZnice u ravni pomocu osobina pros-
tora Minkovskog. Pokazano je da se za svaki sistem
Cetiri kruznice ¢iji su medusobni odnosi poznati mo-
Ze naci mesto ili poluprecnik Cetvrte kruznice ako su
ostala tri polupre¢nika poznata. Mogucéa primena
ovakvih sistema su matematicki problemi, kao $to je
dokazivanje teorema i reSavanje matematickih pro-
blema kao S$to je problem Apolonijevih kruZnica.
Takode, ova metoda moZe posluZiti pri proraCunava-
nju osobina mehani¢kih masina koje za svoj rad kori-
ste zupCanike ili u modelima i nacrtima koji koriste
sisteme kruznica. U ovom radu odredivan je najade-
kvatniji polupre¢nik monocikla u odnosu na duzinu
nogu ¢oveka koji vozi. Takode, napisan je program
koji primenjuje metod izloZen u radu za bilo koje
korektne podatke koji se unose i na osnovu njih odre-
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duje poluprec¢nik cetvrtog kruga i koordinate centra
tog kruga. Problem koji nije posmatran u radu je do-
kazivanje ovih teorema u viSedimenzionalnim prosto-
rima. Ovakav problem bi bio veoma interesantan za
dalja istraZivanja.
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Determining Configurations of Circles
Using Minkowski Space

The Descartes theorem and some properties of
circles were found. The configuration of circles in a
plane and in Minkowski space was described. The
formula for the forth circle when we have three
known circles and properties between every pair of
circles is given, so some cases of circles configura-
tion were solved. G
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