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Odre|ivanje konfiguracija
kru`nica koriste}i prostor
Minkovskog

U ovom radu se razmatraju osobine sistema ~etiri
kru`nice u zavisnosti od odnosa svake dve kru`nice.
Dokazana je Dekartova teorema koja pokazuje da
ako su u sistemu ~etiri kru`nice svake dve me|usob-
no tangentne, onda va`i Dekartova jednakost. Defi-
nisano je preslikavanje skupa kru`nica u ~etvoro-
dimenzionalni prostor Minkovskog i data je formula
koja se odnosi na re{avanje sistema ~etiri kru`nice.
Ova formula kori{}ena je da bi se na{ao ~etvrti krug
u sistemu u kome su poznata tri kruga i odnos ~etvr-
tog kruga sa svakim od tri data kruga. Ovaj metod
koristi se u re{avanju matemati~kih problema i od-
re|ivanju nekog realnog sistema.

1. Uvod

Svaku kru`nicu mo`emo definisati kao polinom
drugog reda oblika

C x y a x y px qy c( , ) ( )� � � � �2 2 2 2 (1)

Lema 1. Ako je a vode}i koeficijent jedna~ine
C x y a x y px qy c( , ) ( )� � � � �2 2 2 2 � 0

dokazati da za a = 0 ovaj polinom predstavlja jedna-
~inu prave.

Dokaz: Ako u jedna~inu kru`nice uvrstimo a = 0
dobijamo da je C x y px qy c( , ) � � � � �2 2 0, odakle

sledi da je y
px
q

c
q

� � �
2

, ako koeficijent uz x pred-

stavimo kao k
p
q

� �
, a slobodni ~lan kao n

c
q

�
2

,

ovu jedna~inu mo`emo napisati kao y kx n� � , {to
je linearna jedna~ina prave. Mo`emo primetiti da je
jedna~ina prave zapravo specijalan slu~aj jedna~ine
kru`nice. Pretpostavimo da postoji a � 0 za koje
va`i da je

C x y a x y px qy c( , ) ( )� � � � �2 2 2 2 � 0

tako|e jedna~ina prave, odatle sledi da je kvadratna
jedna~ina ujedno jedna~ina prave, {to nije mogu}e.

Kako }emo razmatrati samo osobine kru`nica
pretpostavi}emo da je a � 0. Odredimo koordinate
kru`nice koja je predstavljena polinomom oblika

C x y a x y px qy c( , ) ( )� � � � �2 2 2 2 .
Ovaj polinom mo`emo transformisati tako da do-

bijemo karakteristi~nu jedna~inu kru`nice
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Definicija 1. Ako je u jedna~ini kru`nice oblika
C x y a x y px qy c( , ) ( )� � � � �2 2 2 2 � 0

koeficijent a � 1, onda ka`emo da je ta kru`nica
normalizovana.

Klasu kru`nica oblika
�( , ) ( )x y x y x y c� 
 � � 
 
 � 
 
 � �0 2 0 2 0 02 2

nazivamo klasom nepostoje}ih kru`nica jer se
matemati~ki mogu izvesti, a takve kru`nice ne
postoje u realnom svetu.

Definicija 2. Ugao izme|u kru`nica C1 i C2 koje
se seku jednak je uglu izme|u tangenta na krugove iz
ta~ke preseka krugova.
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2. Osobine kru`nica

Definicija 3. Neka su

C x y a x y p x q y c1 1 1 1 1
2

1
2

1 1 1 1 12 2( , ) ( )� � � � � � 0 (2)

C x y a x y p x q y c2 2 2 2 2
2

2
2

2 2 2 2 22 2( , ) ( )� � � � � � 0 (3)

jedna~ine kru`nica, onda se zbir kru`nica C C1 2� mo`e predstaviti jedna~inom

( )( , ) ( )( ) ( ) ( ) (C C x y a a x y p p x q q y c1 2 1 2
2 2

1 2 1 22 2� � � � � � � � � 1 2 0� �c )

Proizvod kru`nice C1 i skalara k R� defini{emo jedna~inom oblika

kC x y ka x y kp x kq y kc1 1 1 1 1
2

1
2

1 1 1 1 12 2 0( , ) ( )� � � � � �

Definicija 4. Ako su (2) i (3) jedna~ine kru`nica C1 i C2 onda je proizvod tih kru`nica

C C p p q q
c a c a

1 2 1 2 1 2
1 2 2 1

2
* � � �

�

Lema 2. Ako su C1, C2 i C3 kru`nice i k realan broj, onda va`i

1) C kC kC C k C C1 2 1 2 1 2* ( ) ( ) * ( * )� �
2) C C C C C C C1 2 3 1 2 1 3* ( ) * *� � �
Dokaz: Tvr|enja 1) i 2) mo`emo lako dokazati ako svaku kru`nicu predstavimo u obliku jedna~ine

(1) i primenimo formulu za proizvod kru`nica. Pregrupisavanjem koeficijenata sa svake strane jednakosti
dobijamo da jednakost va`i.

Lema 3. Ako su C1 0� i C2 0� dve normalizovane jedna~ine, onda proizvod kru`nica mo`emo

predstaviti kao C C d r r1 2
2

1
2

2
2* � � � gde je d rastojanje izme|u centara kru`nica. Ovaj proizvod nazi-

vamo Derbuov proizvod (Darboux).
Posledica 1. Za dve normalizovane kru`nice koje se me|usobno seku va`i da je Derbuov proizvod

C C r r1 2 1 2* cos� �.
Lema 4. Dve kru`nice C1 i C2 su me|usobno normalne ako i samo ako je njihov proizvod nula.

Dokaz: Ako se ova dva kruga seku, onda za njih va`i da je C C r r1 2 1 2* cos� �. Kako je � ��
2
, to je

cos� � 0, pa samim tim i taj proizvod je nula. Ako je proizvod dva kruga 0, onda je C C r r1 2 1 2* cos� �

= 0 i r1 0� i r2 0� , odakle sledi da je cos� � 0, pa je � ��
2
.

Za c � 0 mo`emo napisati jedan~inu kru`nice oblika � ( , ) ( )x y x y x y� 
 � � 
 
 � 
 
 �0 2 0 2 02 2

� �c 0. Sve jedna~ine kru`nica ovog oblika predstavljaju familiju nepostoje}ih kru`nica.

3. Dekartova teorema

Teorema 1. Neka su C1, C2, C3 i C4 ~etiri kru`nice u ravni takve da svaka dodiruje spolja ostale tri.
Neka je Ri polupre~nik kru`nice Ci, onda je

2
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Dokaz: Neka je � i
iR

� 1
, za i = 1, 2, 3, 4. Jedna~inu svake kru`nice mo`emo transformisati tako da je

� i
iR

� 1
. Pretpostavimo da postoje realni brojevi x1, x2, x3 i x4 tako da je
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x C x C x C x C1 1 2 2 3 3 4 4� � � � � (4)

gde je � kru`nica iz familije nepostoje}ih kru`nica. Mno`enjem kru`nica C1, C2, C3 i C4 sa � dobijamo

sistem jedna~ina. Sa desne strane svake jedna~ine se nalazi ~lan
� iR

2
, gde je R polupre~nik nepostoje}e

kru`nice �. Kako smo jednaa~ine transformisali tako da je � i
iR

� 1
, onda zamenom � i u

� iR

2
dobijamo

R
Ri2

, zatim predstavimo
1
Ri

kao �� . Kako je R bilo koji broj, polupre~nik kru`nice iz skupa nepostoje}ih

kru`nica, uze}emo da je R = –4 i dobijamo sistem jedna~ina:
x x x x1 2 3 4 1� � � � �
� � � � �x x x x1 2 3 4 2�
� � � � �x x x x1 2 3 4 3� (5)
� � � � �x x x x1 2 3 4 4�

Jednakost (4) va`i ako je re{enje dobijenog sistema jedinstveno. Ako predstavimo ovaj sistem kao
matricu, onda je sabiranjem i oduzimanjem vrsta mo`emo transformisati u matricu

�

�

�

�
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�

�
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�
�

1 1 1 1

0 2 0 2

0 0 2 2

0 0 0 4

Kako je determinanta ove matrice razli~ita od nule onda prema Kramerovom pravilu postoji
jedinstveno re{enje ovog sistema (slika 1).

Ako mno`imo jedna~inu (4) sa jedna~inom kru`nice �, sa desne strane dobi}emo nulu kao proizvod
dve � matrice, a odgovaraju}a jedna~ina je

x x x x1 1 2 2 3 3 4 4 0� � � �� � � � (6)

Ako u jedna~ini (6) zamenimo � i odgovaraju}om jedna~inom iz sistema (5) dobijamo

x x xi i j
i ji

2

1 1

4

1

4

2 0� �
� ��
��

,
(7)

Sabiranjem jedna~ina iz sistema (5) dobijamo da je � � � �1 2 3 4 1 2 3 42� � � � � � � �( )x x x x ,
odatle sledi da je ( ) ( )� � � �1 2 3 4

2
1 2 3 4

24� � � � � � �x x x x . Zamenom � i odgovaraju}om jedna~i-
nom iz sistema (5) dobijamo formulu

� i i
i ji

x2 2

1 1

4

1

4

4�
� ��
��

,
(8)

Razlika ( ) ( )� � � �1 2 3 4
2

1 2 3 4
24� � � � � � �x x x x i � i i

i ji

x2 2

1 1

4

1

4

4�
� ��
��

,

daje jedna~inu oblika
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Slika 1.

Dekartov sistem ~etiri
kru`nice

Figure 1.

Descartes system of four
circles
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(9)

Koriste}i jedna~ine (8) i (9) jedna~inu (7) mo`emo da transformi{emo u slede}u
( ) ( )� � � � � � � ��

�
�
�

1 2 3 4
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3
2

4
22� � � � � � �

Zamenom � sa
1
Ri

dobijamo Dekartovu jedna~inu.

Jedna~inu dobijenu Dekartovom teoremom mo`emo predstaviti kao proizvod matrica
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4. Prostor Minkovskog

Definicija 5. Prostor Minkovskog je ~etvorodimenzionalni pseudoeuklidski prostor R1 3, .

U ~etvorodimenzionalnom prostoru Minkovskog postoji jedna dimenzija koja odre|uje vreme, koju
obele`avamo x ct0 � , gde je c brzina svetlosti, a t vreme. Ostale tri dimenzije predstavljaju prostor i
obele`avamo ih sa x x1 � , x y2 � , x z3 � .

Definicija 6. Pseudoskalarni proizvod vektora x i y defini{emo kao
x y x y x y x y x y,

,1 3 0 0 1 1 2 2 3 3� � � � .
Iz definicije pseudoskalarnog proizvoda dva vektora sledi da je pseudoskalarni kvadrat vektora

x x x x x x x
1 3

2

1 3 0
2

1
2

2
2

3
2

, ,
,� � � � � .

Definicija 7. Prostor Minkovskog mo`emo podeliti na tri disjunktna podskupa (slika 2):

1) �x R x� �1 3
4

1 3
0, ,

: .� je skup vremenskih vektora

2) �x R x� �1 3
4

1 3
0, ,

: .� je skup izotropnih (svetlosnih) vektora

2) �x R x�  1 3
4

1 3
0, ,

: .� je skup prostornih vektora.

Izotropni vektori su oni vektori kod kojih va`i x x x x0
2

1
2

2
2

3
2� � � .

Definicija 8. Standardna izotropija ~etvorodimenzionalnog prostora Minkovskog podrazumeva
linearni realni prostor M R! 4 sa skalarnim proizvodom , datim matricom
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(10)
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Slika 2.
Prostor Minkovskog. Isprekidane
linije ozna~avaju izotropne vektore
koji odre|uju svetlosni konus.

Figure 2.
Minkowski space. The dotted lines
represent isotropic vectors that
determine the light conus.



Iz definicije 8 vidimo je za vektore � �v v v v v� 1 2 3 4, , , i � �w w w w w� 1 2 3 4, , , skalarni proizvod jednak

v w v w v w v w v w, � � � �1
2

1
21 2 2 1 3 3 4 4 . Kvadrat vektora v je odatle v v v v v

2

1 2 3
2

4
2� � � .

Matricu (10) zovemo standardna izotropna baza.
Definicija 9. Pedo (Pedoe) projektivno preslikavanje je preslikavanje iz skupa" krugova u vektore u

standardnom izotropskom Minkovski prostoru M (projektivni prostor PM) , �:" # PM

�( )C � L �� 1 x y r0
2

0
2 2� � x0 y0�

T�
gde je L lineal za vektorski prostor V.

Ukoliko Pedo preslikavanjem slikamo pravu dobi}emo skup vektora

�( )S � L ��0 c
2

a b�T�

Ako Pedo preslikavanje pro{irimo i na ta~ke one se slikaju u

�( )P � L �� 1 x y r2 2 2� � x y �T�

{to se nalazi u izotropnom delu prostora, gde je �$( )
2

0� , % �$ �( )P . Zraci koji predstavljaju krugove

le`e u M van svetlosnog konusa.

Definicija 10. Pedo specijalno preslikavanje je specifikacija �&:" # M koji preslikava jedini~ni

prostor kao vektor u M tako da � �&( ) ( )C C� i �*( )C
2

1� � (slika 3).

Da bismo izbegli dvosmislenost ove definicije uze}emo da je prva komponenta �* uvek nenegativna.
Vektor �* zovemo Pedo vektor.
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Poka`imo sada da su matrice C i �* sli~ne, tj. da �* predstavlja isti krug kao C.
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Slika 3.

Zraci u prostoru Minkovskog
koji predstavljaju kru`nice

Figure 3.

Rays in Minkowski space that
represent circles
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Teorema 2. Specijalno Pedo preslikavanje je injekcija u jedini~ni hiperboloid u M i odgovara
pseudoeuklidskom skalarnom proizvodu koji je u relaciji sa Darbuovim proizvodom krugova
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Na|imo ortonormalnu bazu koja je dijagonalna i odgovara izotropskoj bazi u kojoj smo da sada radili
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Odavde sledi da je skalarni proizvod sada v w v w v w v w v w, � � � �1 1 2 2 3 3 4 4 . Pedo vektor kruga sada je
oblika
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5. Teorema o konfiguraciji krugova

Definicija 11. Gramova (Gram) matrica sa elementima fij je matrica skalarnih proizvoda svih vektora

v V� , gde je V vektorski prostor, tako da je f v vi j, ,� 1 2 .
Neka su C1, C2, C3 i C4 kru`nice predstavljene Pedo jedini~nim vektorima. Defini{imo matricu
� �A C C C C� 1 2 3 4 i nad njom uvedimo Gramovu matricu tako da je f C Ci j i j, ,� .
Teorema 3. Ako su krugovi C1, C2, C3 i C4 linearno nezavisni vektori, onda je

AFAT = G (11)

gde je G inverz G g� �1 i F je inverz F f� �1.
Dokaz: Matricu f mo`emo napisati na slede}i na~in f A gAT� . Kako je A inverzibilna matrica zbog

nezavisnosti ova ~etiri kruga, onda mo`emo napisati f A g AT� � � ��1 1 1 1( ) . Pomno`imo sada obe strane
jednakosti sa A i AT .

Osnovni uslov ove teoreme je da su vektori kru`nica linearno nezavisni, pa ovaj metod ne mo`emo
primeniti na linearno zavisne vektore. U slu~aju linearno zavisnih vektora determinanta matrice f bi bila
jednaka nuli, pa ne bismo mogli da na|emo inverz F, {to zna~i da ne bismo mogli da primenimo ovu
metodu.

Ako je
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g =
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Lema 5. Neka je ui, i = 1, 2, 3, 4 jedan od ~etiri vektora b, b, x*, y*, onda u Fu Gi
T

j i j� , .

Da bismo olak{ali neka izra~unavanja mo`emo da primenimo jednakosti
( *) *x FxT � �1
( *) *y FyT � �1
b FbT � 0

Jedna~ina b FbT � 0 je zapravo Dekartova formula, koja va`i za nezavisne krugove.

6. Neki karakteristi~ni preseci krugova

Lema 6. Ne postoji konfiguracija ~etiri me|usobno normalna kruga (slika 4).
Dokaz: Matrica F je u ovom slu~aju jedini~na matrica, pa jedna~inu (11) mo`emo pisati AFAT =

� AAT = G. Ovakva jedna~ina je nemogu}a jer je leva strana jedna~ine pozitivna, a desna negativna.

Teorema 4. (Pro{irena Dekartova teorema) ~etiri kruga od kojih se svaka dva dodiruju unutra ili spolja
(slika 5) zadovoljavaju jedna~inu iz Dekartove teoreme
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Dokaz: Za svaka ~etiri kruga od kojih se svaka dva dodiruju spolja va`i da je matrica f jednaka
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(pogledati poglavlje tri, dokaz Dekartove teoreme).
Primenimo sada jedna~inu (11) i dobi}emo:

b b b b

b b b b

x x x x

y y y y

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

* * * *

* * * *

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�




�
�

�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1




b b x y

b b x y

b b x y

b b x y

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

* *
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=
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�

�
�
�
�

gde su obe strane pomno`ene sa ~etiri, pa je 4 f–1 = D, matrica Dekartove teoreme.
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Slika 4.
Neuspeli poku{aj crtanja ~etiri
kru`nica od kojih su svake dve
me|usobno normalne

Figure 4.
Failed attempt to draw four
circles every two of which are
mutually normal



Da bi uop{tili ovu jednakost moramo pretransformisati matricu f, tako da ona predstavlja i mogu}nost
da se dva kruga dodiruju unutra. Dobijamo da je

f �

� �
� �

� �
� � � �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

) F f� � 


� �
� �

� �
� � � �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�1 1
4

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

� RDR

gde je R = diag(1, 1, 1, –1). Odatle sledi da je pro{irena Dekartova formula bT(RDR)b = 0, ili
( ) ( )Rb RbT � = 0. Zbog toga kru`nice koje se dodiruju sa unutra{nje strane imaju pseudoskalarni
proizvod –1.

7. Polo`aj ~etiri kru`nice

Koriste}i formulu (11) mo`emo na}i polo`aj kru`nice C4 ako znamo polo`aje kru`nica C1, C2, i C3 i
ako znamo polo`aj ~etvrte kru`nice u odnosu na ostale kru`nice.

Svaki element matrice f izra~unavamo na slede}i na~in

*i j
i j i j

i j
i j i j

i j

i j

d r r

r r
d b b

b b

b b,
,

,�
� �

� �
��

�
��

2 2 2 2 2

2
1
2

	



�� (12)

di,j je rastojanje izme|u centara krugova i i j, ri ozna~ava polupre~nik i-tog kruga, a b
ri
i

� 1
je krivina.

Iz ove formule mo`emo razlikovati nekoliko slu~ajeva odnosa kru`nica Ci i Cj koji daju odre|ene
skalarne proizvode koje }emo ozna~avati sa *i j, (slika 6).
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Slika 5. Mogu}a geometrijska re{enja pro{irene Dekartove teoreme

Figure 5. Possible geometric solutions of the extended Descartes theorem

Slika 6.

Mogu}i odnosi dve
kru`nice

Figure 6.

Possible relations
between two circles



1) U slu~aju da su kru`nice koncentri~ne *i

r r

r r,4
1
2

2
2

1 22
�
� �

, tj. manji je od –1.

2) Ukoliko se ova dva kruga poklapaju, onda je *i ,4 1� � .
3) Ako se seku, *i j, je jednak polovini kosinusa ugla pod kojim se seku.
4) Ako su Ci i C4 me|usobno normalne kru`nice, onda je *i ,4 0� .
5) Ukoliko se kru`nice Ci i C4 dodiruju *i ,4 1� .
6) Ako nemaju zajedni~kih ta~aka *i ,4 je ve}i od jedan.
Posle odre|ivanja elemenata matrice f tra`imo njen inverz F i primenjujemo jedna~inu (11).

7.1. Apolonijev problem

Apolonijev problem se sastoji u nala`enju kru`nice C4 koja dodiruje tri proizvoljno zadate kru`nice C1,
C2 i C3. Doka`imo da ovakva kru`nica postoji i da ovaj problem ima osam razli~itih re{enja. Matrica koja
predstavlja Apolonijev problem je

� +
� +

� +
+ + + �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

* *

* *

* *

To je simetri~na matrica u kojoj su prva tri elementa zadnje kolone (prva tri elementa zadnje vrste) +1
~ime odre|ujemo sve mogu}e slu~ajeve, a ukoliko se opredelimo za ta~no odre|ene znakove ispred prva tri
elementa zadnje vrste (kolone) dobijamo jedno od osam mogu}ih re{enja jer imamo ukupno 23 mogu}nosti
(slika 7). Da bismo definisali elemente * matrice koristimo jedna~inu iz teoreme 2. Iz jedan~ine (12)
dobijamo da je konfiguracija matrice

f �

� +
� +

� +
+ + + �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

12 13

12 23

13 23

* *
* *
* * �

�

U zavisnosti od odnosa kru`nica C1, C2 i C3 mo`emo izra~unati vrednosti *i j, . Za konkretno date
krugove C1, C2 i C3 mo`emo izra~unati vrednosti *i j, i dodati ih u matricu f. Zatim ra~unamo inverz
matrice f i primenjuju}i jednakost (11) mo`emo na}i G i re{enje Apolonijevog problema koji dobijamo iz
F. Zapravo, na osnovu datih uslova i tri kruga C1, C2 i C3 mo`emo na}i mesto ~etvrte kru`nice. Kako je

bFbT = 0, gde je bT = �b b b b1 2 3 4 � i kako znamo vrednosti b1, b2, b3 mo`emo na}i vrednosti za b4,

~ime bismo mogli da odredimo i polupre~nik ~etvrtog tra`enog kruga.
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Slika 7.
Grafi~ki prikaz svih osam
re{enja Apolonijevog
problema

Figure 7.
Graphic representation of all
eight solutions of the
Apollonius problem



8. Program za ra~unanje polupre~nika i polo`aja centra ~etvrtog kruga

Ovaj metod odre|ivanja osobina ~etvrte kru`nice, ako su poznate ostale tri kru`nice i odgovaraju}i
odnosi, mo`e se isprogramirati. Program koji je napravljen za ulazne podatke koristi polupre~nike tri
kru`nice i odgovaraju}e odnose izme|u kru`nica i na osnovu njih odre|juje polupre~nik koriste}i metod
opisan u radu ukoliko je mogu}e odrediti sistem ovim metodom. Dobijeni ulazni podaci se koriste za
ra~unanje pseudoskalarnog proizvoda za svake dve kru`nice i na osnovu toga se nalazi Gramova matrica
f. Zatim se odre|uje determinanta tako dobijene matrice i ukoliko je mogu}e odre|uje se inverzna matrica
Gramovoj matrici F = f–1. Ukoliko je determinanta nula, onda nije ispunjen osnovni uslov metoda
opisanog u radu, da su svaka dva vektora kru`nica me|usobno nezavisna, pa se ova metoda ne mo`e
upotrebiti za re{avanje tog sistema. Za inverznu matricu Gramovoj matrici va`i tvr|enje teoreme 3:
AFA GT � , gde je

A

b b b b

b b b b

x x x x

y y y y

�

�

�

�
�
�
�

�

�

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

* * * *

* * * *

�
�
�
�

i G g� �
�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�1

0 2 0 0

2 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

Iz leme 5 va`i u Fu Gi
T

j i j� , , tj. ako u bi
T T� i u bj � , onda }e biti b Fb GT � 1 1, iz formule AFA GT � ,

gde je � �b b b b bT � 1 2 3 4 . Kako je G1 1 0, � dobijamo jedna~inu b FbT � 0 koja se svodi na kvadratnu

jedna~inu po b
R4

4

1� . Re{avanjem ove kvadratne jedna~ine dobijamo mogu}e polupre~nike. Ukoliko je

diskriminanta ove kvadratne jedna~ine manja od nule sistem je nere{iv ovom metodom. U suprotnom,
dobijamo dva re{enja. Ako je neko od njih manje ili jedanko nuli, program ga ne ispisuje kao mogu}e
re{enje. Za date koordiante tri kru`nice program mo`e da na|e koordinate ~etvrte kru`nice re{avaju}i
jedan~ine koje dobija na osnovu odnosa svake dve kru`nice i njihovih polupre~nika.

9. Model monocikla

Metodom koji je pokazan nalazimo potrebne osobine ~etvrte kru`nice ako znamo polupre~nike ostale
tri kru`nice i odnose svake dve kru`nice. Ovaj metod mo`emo primeniti na problem vo`enja monocikla.
Nacrtajmo model ~oveka koji vozi monocikl. Takav model sadr`i ~etiri kru`nice: tri koje su odre|ene
du`inom ~ovekovih nogu i ~etvrte koja je polupre~nik monocikla. Mo`emo da na|emo najbolji
polupre~nik to~ka ako odredimo odnose ove ~etiri kru`nice u odre|enom polo`aju ~oveka. Uzmimo
slu~aj kad je ravan koju ~ine pedale horizontalan (slika 8).
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Slika 8.

Horizontalni polo`aj pedala

Figure 8.

Horizontal position of pedals



Dobijene odnose krugova zamenimo u Gramovu
matricu i potra`imo inverz ove matrice. Koristimo
jedna~inu b FbT � 0, gde je dvostruki elemenat Fi,j

koeficijent ispred proizovda b b
R Ri j

i j

� 1
i koeficijent

ispred b b
R Rj i

j i

� 1
jer je matrica simetri~na. Na ovaj

na~in dobijamo kvadratnu jedna~inu ~ijim re{ava-
njem nalazimo polupre~nik ~etvrte kru`nice, u ovom
slu~aju to~ka. Ovaj problem mo`emo da re{imo i
preko programa obrazlo`enog u prethodnom poglav-
lju koji nam daje rezultat R4 = 2.63 za polupre~nik
tra`enog to~ka.

10. Zaklju~ak

U ovom radu su ispitivani odnosi kru`nica u sis-
temu sa ~etiri kru`nice u ravni pomo}u osobina pros-
tora Minkovskog. Pokazano je da se za svaki sistem
~etiri kru`nice ~iji su me|usobni odnosi poznati mo-
`e na}i mesto ili polupre~nik ~etvrte kru`nice ako su
ostala tri polupre~nika poznata. Mogu}a primena
ovakvih sistema su matemati~ki problemi, kao {to je
dokazivanje teorema i re{avanje matemati~kih pro-
blema kao {to je problem Apolonijevih kru`nica.
Tako|e, ova metoda mo`e poslu`iti pri prora~unava-
nju osobina mehani~kih ma{ina koje za svoj rad kori-
ste zup~anike ili u modelima i nacrtima koji koriste
sisteme kru`nica. U ovom radu odre|ivan je najade-
kvatniji polupre~nik monocikla u odnosu na du`inu
nogu ~oveka koji vozi. Tako|e, napisan je program
koji primenjuje metod izlo`en u radu za bilo koje
korektne podatke koji se unose i na osnovu njih odre-

|uje polupre~nik ~etvrtog kruga i koordinate centra
tog kruga. Problem koji nije posmatran u radu je do-
kazivanje ovih teorema u vi{edimenzionalnim prosto-
rima. Ovakav problem bi bio veoma interesantan za
dalja istra`ivanja.
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Determining Configurations of Circles
Using Minkowski Space

The Descartes theorem and some properties of
circles were found. The configuration of circles in a
plane and in Minkowski space was described. The
formula for the forth circle when we have three
known circles and properties between every pair of
circles is given, so some cases of circles configura-
tion were solved.
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