Dusan Milijancevi¢ i Mihajlo Cekic¢

Primena polinoma na ograniCavanje
kardinalnosti zbira skupova u Z/pZ

U ovom radu dokazujemo dva poznata tvrdenja (KoSi-Davenportovu teoremu i
Erdos-Hejlbrunovu nejednakost), ali i jednu novu teoremu koja predstavlja njiho-
vo uopstenje. Dokaz se zasniva na nedavno razvijenom polinomskom pristupu
problemu, koji na jedan relativno jednostavan nacin dokazuje mnoga tvrdenja za
koja se smatra da su tesko resiva.

1. Uvod

Aditivna teorija brojeva prvi put se pojavljuje u radovima Kosija i
Varinga koji su prvi pokazali neke znaajne rezultate u ovoj oblasti.
Njihovo rad su nastavili Erdos, pa skorije i Alon, Ruzsa i ostali. I danas
ova oblast sadrzi dosta otvorenih problema koji se delom odnose na kardi-
nalnosti zbira skupova, kojima ¢emo se mi baviti.

Zbir dva podskupa od Z / pZ definiSemo kao skup svih mogucih zbi-
rova njihovih elemenata.

Definicija 1. DefiniSimo operaciju + nad podskupovima od Z / pZ
gde je p neki prost broj, sa

A—i—B:{a—i—b‘ aGA,beB},

za A,BC Z |/ pZ.
Sli¢no mozemo definisati i druge operacije izmedu skupova.
Koristiéemo samo razliku skupova koju definiSemo ispod.
Definicija 2. DefiniSimo operaciju — nad podskupovima od Z / pZ

gde je p neki prost broj, sa
A—B:{a—b‘ a eA,beB},
za A,BC Z/ pZ.
Dokazimo nekoliko trivijalnih nejednakosti:
Teorema 1. Ako su A i B konacni neprazni podskupovi skupa Z / pZ

onda vazi:

ZBORNIK RADOVA 2008

Dusan Milijancevi¢
(1991), Sabac,
Vojvode Stepe 3,
ucenik 3. razreda
Matematicke gimnazije
u Beogradu

Mihajlo Cekic¢ (1991),
Beograd, Zidarska
1/21, ucenik 3.
razreda Matematicke
gimnazije u Beogradu

MATEMATIKA - 85



s

a) ‘A + B‘ > max(‘A

o)
b) ‘A + B‘ < ‘A‘ ‘B‘
Dokaz: a) Ako transliramo skup A (na svaki njegov element dodamo jednaku vrednost)

tako da on sadrzi nulu, onda se kardinalnosti skupova A, B i ‘A + B‘ ne menjaju. Isto moZemo

bD.

b) Ocigledno iz definicije sabiranja skupova skup A + B ne moZe imati viSe elemenata od

bl

da uradimo i sa B. Onda ocigledno vazi A,BC A + B, pa je ‘A + B‘ 2 max(‘A

‘A‘ ‘B, pa je nejednakost dokazana.

Dosta rezultata iz ove oblasti dokazao je ErdoS§, ali je ostavio nekoliko otvorenih
problema, a jedan od tih ¢emo dokazati u daljem radu. U svom radu, koji je objavljen 1995.
godine (Alon et al. 1995), Alon je sa svojim saradnicima uveo polinomski metod koji je
omogucio nov pristup problemima ove vrste.

2. Kosi-Davenportova nejednakost

U ovom odeljku prikazaéemo dva dokaza KoSi-Davenportove nejednakosti. Prvi je
potpuno elementaran mada ne i jednostavan. U drugom dokazu koriste¢imo polinomski metod
koji ¢e nam omoguditi da navedenu teoremu uopstimo.

Teorema 2. (KoSi-Davenportova nejednakost) Neka su A i B neprazni podskupovi skupa

Z | pZ za neki prost broj p. Onda vaZzi nejednakost ‘A + B‘ > min(p, A‘ + ‘b‘ - 1).

Prvi dokaz: Ako je ‘A‘ + ‘b‘ —1 = p onda skupovi A. {x} — B imaju neprazan presek za
svako x € Z / pZ,paje A+ B =Z/ pZ, $to znaci da je ‘A + B‘ = p, pa u nejednakosti koju
treba da dokaZemo vazi znak jednakosti. Onda moZemo pretpostaviti da je ‘A‘ + ‘b‘ —-1< p.

Pretpostavimo da pri gornjem uslovu data nejednakost nije tacna i od svih njenih kontra-

primera (A, B) izaberimo onaj kod koga je ‘A‘ najmanje. Neka je to (A,B). Onda moZemo
pretpostaviti da vazi ‘A‘ 2 2 jer u slucaju ‘A‘ = 1 nejednakost ocigledno vaZi. Primetimo da za-
menom skupa B sa skupom B + {x} za proizvoljno x € Z / pZ (translacija skupa) i leva i

desna strana nejednakosti imaju iste vrednosti kao i pre navedene transformacije, pa skupove
A 1 B moZemo translirati za prozivoljne elemente iz Z / pZ. Translirajmo skup B za neki ele-
ment takav da je ‘A N B‘ > 1

Neka je A=A N B i B'=A UB. Ocigledno je ‘A‘+‘B‘ =‘A' +|B

, a kako je

A+B'C A+ B,to je |A| + |B] ,pajei(A',B")kontraprimer date nejednakosti. Po iz-

< ‘A‘+‘B

boru skupa A imamo da je ‘A'

Z‘A

, a kako je A'C A, to je A'= A. Sledi da za svaki mini-

malan kontraprimer (A, B), takav da je ‘A (‘\B‘ > 1 vazi A € B. Medutim ako je (A,B)
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minimalan kontraprimer onda je i (A + {x},B) minimalan kotraprimer za svako x € Z / pZ.
Da bi se prethodna dva skupa sekla potrebno je da vazi x € B — A. 1z ovoga sledi da za svako
xeB—A vazi A +{x} C B, tj. va#i A +(B—A)c B odnosno B +(A —A) C B, zbog
asocijativnosti i komutativnosti sabiranja. Kako skup A — A sadrzi 0 to je BC B+ (A — A),

pa vazi B= B+ (A — A), tj. vaZi |B + C‘ = ‘B, za C = A — A. Koristi¢emo sledei lemu:

Lema 1. Neka su A i B neprazni podskupovi od G gde je (G +) konacna abelova grupa.
Onda je ‘A + B‘ = ‘A‘ ako i samo ako je A unija konacnog broja translata od G', a B je podskup

jednog od translata od G' gde je (G',+) podgrupa grupe (G +).

Dokaz leme: Dokazimo da ako je A = U ({ai} + G‘) i BC G'+{b}, za neke a,
i=1

1 <i<k)ibeG,onda vazi |A + Bl = |A|. Primetimo da je presek dva translata podgrupe
rp podgrup

G'ili prazan skup ili se ta dva translata poklapaju. Na osnovu ovoga mozemo pretpostaviti da
su translate koji ¢ine A disjunktni. Onda je A = {al ,az,...,ak} +G'=G +G, paje

A+BC AGHDY +G = AHbY +G' = {a, +ha, +b,....a, +b} +G.
Ako bi se neka dva od translata oblika {a, + b} +G'i {aj + b} + G' poklapala, za

neke i # j, onda bi se poklapala i dva translata koja ¢ine A §to je nemoguce. Znaci, svaka dva

od datih translata su disjunktna, pa vazi |[A + B‘ < k‘G‘. Medutim, sli¢no je ‘A‘ = k|G|, pa je

‘A + B‘ < ‘A‘ $to znaci da je ‘A + B‘ = ‘A

, Sto je i trebalo dokazati.

Dokazimo drugi smer leme. Neka je A,B — G i neka je ‘A + B‘ = ‘A‘ Posmatrajmo skup
G'= {g ‘ g € G,{ig} +A= A}. Ocigledno 0 € G'. Da bi G'bila grupa dovoljno je doka-

zatidaza g, ,g, € G'vaZzi g, —g, € G'. Kako je {81 —g2} +G'={g1}+({—gz} +G')

= {gl } +G'=G'to g, —g, € G', §to znaci da je G' grupa sa operacijom +. Skup A je unija

translata od G' zbog A = G'+A. Neka je b € B. Onda je ‘A +{b}‘ = ‘A, a kako je
A+ {b} CcA+Btoje A+B=A+ {b} Kako je b proizvoljan element iz B to je
A+ {b} =A+ {b'} za svaka dva elementa b i b'iz B, tj. {b'—b} +A = A, $to znadi da

b'=b € G, tj. B je podskup nekog translata od G', Sto je i trebalo dokazati. Ovim je dokaz
leme zavrSen.

Primenjujucu ovu lemu na jednakost ‘B +C ‘ = ‘B

, dobijamo da je B unija nekoliko tran-

slata neke podgrupe grupe Z / pZ i da je C podskup nekog translata iste podgrupe. Kako su
jedine podgrupe od Z / pZ cela ta grupa ili samo {0} toje,ili B=2Z/ pZ,ili ‘B‘ = 1. Medu-

tim ovo je kontradikcija jer u oba slucaja vaZi data nejednakost. Ovim je dokaz teoreme
zavrsen.
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Drugi dokaz: Kao i prvom dokazu mozemo pretpostaviti da je ‘A‘ + ‘B‘ —1< p. Neka je

‘A‘ =k,

B‘ =/i ‘A + B‘ = n. Pretpostavimo suprotno, tj. da je n < min(p,k +/ —1) odnosno

n< pin<k+I[—1 Uotimo polinom
fay=[Ja+y-o= > f 'y
ceA+B i+ j<I
ijeN,

gde su f, ; neki celi brojevi. Ovaj polinom moZemo napisati u sledecem obliku:

fe) = Y hxy DAY X hxy e Yy

i<k ,j<l i>k j<l i<k j>1 >k ,j21
i+ j<n i+j<n i+j<n i+j<n
i,jEN, i,jeN, i,jEN, i,JEN,

Koristicemo sledecu lemu:

Lema 2. Neka je A podskup od Z / pZ takav da je ‘A‘ = k. Onda za svako prirodno m,
m 2 k postoji polinom g, , g, € Zp[x] stepena najvise k —1 takav da je g, (a) =a" za

svako a € A (u Z / pZ).

Dokaz: Neka je A = {a, Vg0, } i posmatrajmo slededi sistem linearnih jednacina po

Cys Cr» ooy oy W Z | PZ:
k=1 __ m
c, tca +...+c,_a, a,
k=1 __ m
c, tca,+...+c,_,a, =a,
+ +.o.t T=al
c, +tca,+...+c,_a, =a,

Njegova determinanta je Vandermondova tj. jednaka je H (ai - aj), pa je razlicita

1<i<j<n

od 0, jer je a # a;. Iz ovoga sledi da naS sistem linearnih jednacina ima reSenje. Samim tim

moZemo uzeti da je traZeni polinom g(x)=c, +cx+...4c _x""", gde je

(¢y,€,5...,¢,_, ) reSenje datog sistema, ¢ime je lema dokazana.

Po prethodnoj lemi postoji polinomi g, € Zp[x] stepena najviSe k—1 i
h;, € Zp[x] stepena najviSe [ —1, takvi da je g,(x) = x'(za sve x € A) i h;(x) = x’(za sve

xeBzai=2k,j=1,i,j € N. Onda je

fayy= D fxy + D fog '+ DA )+ D f 8,0k, ()

i<k ,j<l izk j<lI i<k .j=l izk j=I
i+j<n i+j<n i+j<n i+j<n
i,jeN i,jeN i,jeN i,jeN

za (x,y) € A x B. OznaCimo sa p(x,y) prethodni polinom. Stepen uz promenljivu x je najvise
k —1, a uz promenljivu y najviSe / —1, a kako je p(x,y) =0, za (x,y) € AX B, to je
p(x,y)=0zasve x,y € Z/ pZ.

Po pretpostavci Kosi-Davenportova nejednakost nije tana, pa postoje 0 < u,v < p —1 takvi
dajeu+v=n<p,u<kij<I Posmatrajmo koeficijente uz x“y"u polinomima f(x,y) i
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p(x,y). Kako je u + v = n koeficijent uz x“y" je isti i u oba polinoma (nad Z / pZ), jer se pri
nasoj transformaciji stepen Clanova polinoma strogo smanjuje, kako se ovaj ¢lan nije
transformisao njegov koeficijent se nije mogao promeniti. Medutim u polinomu f(x,y) taj

n n

koeficijent je [ j, a u polinomu p(x,y) je 0. Kako je n < p, to p ne deli ( } Sto je kontradik-

u u

cija. Samim tim pocetna pretpostvaka je netacna, ¢ime smo dokazali traZenu teoremu.

3. Erdos-Hejlbrunova teorema

Cilj ovog odeljka je dokaz Erdo$-Hejlbrunove teoreme koja je postavljena kao hipoteza
1964. godine, a reSena je tek 1994. ReSenje ¢emo zasnivati na maloj promeni drugog dokaza
Kosi-Davenportove nejednakosti. Dokazacemo sledece uopStenje:

Teorema 3. Neka su A i B neprazni podskupovi iz Z / pZ, gde je p prost broj. Defini§imo

operaciju +, nad podskupovima od Z / pZ kao A +, B = {a +b ‘ a€ Abe Ba # b}.

Onda je ‘A + B‘ 2 min(p,

A| +|B - 2).
Dokaz: Ukoliko je ‘A‘ + ‘B‘ — 2 2 p presek skupova A i {x} — B ima bar dva ralicita ele-

menta, pa vazZi A +, B =Z/ pZ. Samim tim nejednakost vazi u ovom sluc¢aju. MoZemo
pretpostaviti da je ‘A‘ +‘B‘ —2 < p. Neka je ‘A‘ =k,

B‘ =1li ‘A + B‘ = n. Pretpostavimo

suprotno tj. da je n< pin< k +1 —2. Uo¢imo polinom

faen=@-y» [Ja+y-o= D f,xy,

ceA+ | B i+j<n
i,JEN,

za neke cele brojeve f; ;. Onda je f(x,y) = 0 za sve (x,y) € A X B. Primenjuci lemu pokazanu
u dokazu Kosi-Davenportove nejednakosti moZemo na isti nacin transformisati polinom f(x,y)
u polinom p(x,y) ¢iji je stepen po x manji od k i stepen po y manji od / koji ima iste vrednosti
kao f(x,y)nad Z / pZ.

Samim tim je p(x,y) =0 u Z / pZ. Posmatrajmo koeficijent uz x"y" gde jeu +v =
=deg fiu< k,v<I[. Ovakvi brojevi ofigledno postoje zbog deg f < k +[. Onda je koefici-
jent uz x“y" u f jednak

utv =1\ (u+v=1)  (u+v-1)! (l_lj:(u—v)(u+v—1)!
u—1 v—1 | (u-Do-D\v u) w(u-DI(v-1)!

§to ne moZe da bude deljivo sa p jer jeu +v —1< p. Ovo je kontradikcija jer je koeficijent uz

x"y" u polinomu f jednak 0.

Koristeéi ovo tvrdenje dokazademo sledecu teoremu:
Teorema 4. (Erdos-Hejlbrunova teorema) Neka je A neprazan podskup od Z / pZ. Onda

je ‘A +, A‘ > min (p, 2‘A‘ -3).
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Dokaz: Primenimo prethodnu teoremu na skupove A i B gde je B = A\{x} gde je x neki
proizvoljan element iz A. Kako je A +, A = A +, B zato §to svi brojevi oblika a + x (a # x)
gde a € A pripadaju i A+, B zbog x € A,a € Bia # x. Ondaje‘A—F1 A‘Z‘Aﬁ B‘Z

+ ‘B‘ —2) = min (p, Z‘A‘ —3), §to je trebalo dokazati.

4. Uopstenje Kosi-Davenportove nejednakosti 1
Erdos-Hejlbrunove teoreme

U ovom odeljku prikazaéemo jedan nacin na koji se mogu uopstiti predhodne teoreme
nastavljajuci koriSéenje polinomskog metoda.
Definicija 2. Za polinom h = h(x .,x,)nad Z / pZ (gde je p neki prost broj) i

()’ 12"

skupove A, A,, ..., A, definiSemo skup

G_)hiAi:{iai a, €A, h(a,,a,,. ak);tO}.
i=1 i=1

Dokazujemo slededu teoremu iz koje prethodne dve teoreme slede kao specijalani
slucajevi i po broju skupova i po ogranicenjima. Malo ¢emo promeniti izbor karakteristicnog
polinoma da bi mogli da specificiramo koje koeficijent ¢emo iskoristiti za kontradikciju.

Teorema 5. Neka je p prost broj i & = h(x,,x,,...,x, ) polinom nad Z / pZ. Ako su A,

k
A,, ..., A neprazni podskupovi od Z / pZ gde je ‘Ai‘ =c¢, +1. Nekajem = —degh + Z c; i
i=0

c Cp

neka vazi m = 0. Ako je koeficijent uz x,°, x;", ..., x,* u polinomu
(xy +x, 4o Ax )" h(xy, X, ,.x,)
razli¢it od 0 onda vazi

=z m+1.

i=1

Dokaz: Pretpostavimo da je tvrdenje netacno tj. < m +1. Onda postoji multi-

k
skup E od m elemenata iz Z/pZ koji sadrzi skup @, z A,. Neka je O = Q(x,,x, ...x, ) polinom
i=1

definisan na slededéi nacin:

O(xy, X, ,..x, )=h(x,,x,,....x, ) l_l(x0 +x,+..4x, — 1)

. . te®, E
Primetimo da

O(x,,x,,....x,)=0 za sve(xo,xl oo X JEA) XA X .. XA, .

OVO]eposledlcatogadaJer v X, i (e, Xy, X )=0 ii (xy,x,,...,x,) €

0° 0°

€ C‘B;,ZA,’ pa je x, +x, +...4x, —t =0, za odgovarajuée r € @ ZA C E. Primetimo

i=1 i=1
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§

takode da je degQ = m +degh = z c, 1 zbog toga je koeficijent od x.°, x;', ..., x,*u
i=0

polinomu Q isti kao i kod polinoma (x, +x, +...+x,)" h(x,,x,,...,x, ), koji je nenula, prema

pretpostavci. Prema lemi pokazanoj u drugom dokazu KoSi-Davenportove nejednakosti koja
tvrdi da svaki stepen od x, veci od ¢, u naSem polinomu moZemo da transformiSemo na stepen
najviSe c¢,, tako da se na skupu A, ne menja vrednost polinoma. Kako je stepen dobijenog poli-
noma po svakoj promenljivoj x, manji ili jednak c,, a pritom se anulira na A; X A, X...XA,
onda je on nula polinom, $to znaci da su mu svi koeficijenti jednaki nuli (naravno u Z/pZ).

€1 €k

Uoc¢imo da je koeficijent uz x;°, x;', ..., x,* u poetnom polinomu Q jednak

koeficijentu u novodobijenom polinomu, zato $to nije bilo njegove izmene u navedenim

transformacijama, jer bi u suprotnom stepen polinoma Q bio veci od ¢, + ¢, +...+c,, Sto je

nemoguce. Kako je prema pocetnoj pretpostavci taj koeficijent u polinomu Q razli¢it od 0, a u
transformisanom polinomi jednak O, dobijamo kontradikciju, ¢ime je ovo tvrdenje dokazano.
Primetimo da za m < 0 vazi

k
>4

i=1

>0>m+l,

Sto znaCi da data nejednakost vazi i za negativho m.
Pod dati uslovima teoreme vazi i

pa je m< p.
Alternativni dokaz KoSi-Davenportove nejednakosti moZe se sprovesti ukoliko posle

dobijene nejednakosti ‘A‘ + ‘B‘ —1< p primenimo prethodnu teoremu na slucajeve k =1 i

h =1. Sli¢no se i alternativni dokaz Teoreme 3. moZe sprovesti ukoliko posle dobijene
nejednakosti ‘A‘ + ‘B‘ — 2 < p i eliminisanja trivijalnog slucaja ‘A‘ = ‘B‘ = 1, primeni prethodna

teoremu na sluajeve k =11 h(x,,x, ) = x, —x,. Izborom raznih drugih polinoma za
h moZemo da napravimo dosta sli¢nih tvrdenja. Problem kod viSe promenjlivih nastaje kada
treba da sracunamo koeficijent koji se nije transformisao, §to u nekim slu¢ajevima moze da
predstavlja neki od otvorenih kombinatornih problema. Jedan od zanimljivih rezultati iz ovog
konteksta dokazali su Dias de Silva i Hamidoune koji glasi:

Teorema 6. Neka je p prost broj, A podskup od Z/pZ i k € N. Ako je polinom
h definisan sa h(x,,x,,...,x, ) = H (x,. —xj) onda je

0<i<j<k
ijeN,

> min (p,(k +1) 4| = (k +1)’ +1).

k
@hZAk
i=0

Dokaz se moZe naci u Clanku Alona i saradnika (Alon et al. 1996).
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5. Zakljucak

U ovom radi dokazali smo teoremu koja je uopStenje nekoliko
osnovnih tvrdenja aditivne teorije brojeva iz Z/pZ. Modifikovali smo ideju
iz dokaza Kosi-Davenportove nejednakosti koriste¢i polinomski pristup.
Data teorema moZe se dalje uopSiti na proizvoljna polja (videti Alon
1999) koja se dosta primenjuje u raznim oblastima matematike.
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Polynomial Method and Cardinality of Sumsets in Z/pZ

In this paper we prove two well known theorems (Cauchy-Davenport
inequality and Erdosh-Heilbrunn theorem) and one new result which is
their extension. Proofs are based on a recently developed polynomial
method, which in a relatively simple way proves many facts which are
considered to be very difficult to solve.
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