Stefan Stanimirovi¢ i Mladen Pantic¢

Kombinatorni identiteti izvedeni
Fibonacijevim 1 Katalanovim matricama

U ovom radu ispitivane su matricne reprezentacije Paskalovih, Fibonacijevih i
Katalanovih brojeva. Takode, iz matricnih reprezentacija i njihovih medusobnih
odnosa, dokazani su neki kombinatorni identiteti Fibonacijevih i Katalanovih bro-
Jjeva

1. Uvod

Paskalovi, Fibonacijevi i Katalanovi brojevi u velikoj meri se koriste
u kombinatorici za dokazivanje raznih identiteta.

Za svako n € N definisemo n X n Paskalovih brojeva P, = [p;], na

sledeéi nacin:

M

Za elemente Paskalove matrice vazi p; ;=p;_, ;-1+p;—;; - U radu
Lija i saradnika (Lee ef al. 2003) autori su dali formulu inverzne n X n

Paskalove matrice P, ' = [p;]:
[ isifi=1) ...
_ >
{(” j-1)'®)
pi,j=
0, i<j
L

Fibonacijevi brojevi su izu€avani u mnogim knjigama i radovima.
Obelezimo sa F, n-ti ¢lan Fibonaclijevog niza, gde je F,=F,_+F,,, F;=

@

=1. Na slededi nacin definisana je donje-trougaona matrica nXn Fi-

bonatijevog niza @, = [f;]:

76 e PETNICKE SVESKE 63

Stefan Stanimirovic
(1989), Nis,
Bubanjskih heroja
9/17, ucenik 3.
razreda Gimnazije
“Svetozar Markovic¢”
u Nisu

Mladen Pantic¢ (1988),
Valjevo, Belo Polje
108, ucenik 4. razreda
Valjevske gimnazije

DEO



Fi— Fi—j+1,i—j+120 (3)
"1 0, i-j+1<o0

Takde, u istom radu (Lee er al. 2003), data je inverzna Fibonacijeva

matrica ;" =[f;/], gde je:

1, =] 4)
flij=4 -1, i-2<j<i-1
0, inace

Katalanova matrica definisana je na isti nacin kao Fibonacijeva.

2

. . . . 1
Obelezimo sa C, n-ti ¢lan Katalanovog niza, gde je C,=—— : . Tada
n

+1

je nXn donje-trougaona Katalanova matrica K, = [k;] zadata formulom:

o JGi-j+1,i-j20 Q)
“‘{ 0, i-j<0

U ovom radu izucavane su Paskalove, Fibonacijeve i Katalanove ma-

trice, a zatim su iz matri¢ne reprezentacije Paskalovih, Fibonacijevih i
Katalanovih brojeva izvedeni odredeni kombinatorni identiteti.

2. Kombinatorni identiteti Fibonacijevih brojeva

Neka je zadata pomocna matrica L, = [[;], ¢iji su elementi:

T%q]_(#a}_f@%} 53
IR RTE S
©)

S 1, i=j<2

0, inace

Na primer, za n = 6, matrica je sledeceg oblika:

[1 00000]
010000
111000
102100
—1-12310
121541

Iz definicije zakljuCujemo da je /;; = 1,1;=0zaj22,0; =0, =1,
ly=0zaj23,ly=-1zai23.Zaj22vazil;=1,;, +1,;Na
osnovu datih definicija izvodimo sledecu teoremu:
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Teorema 1. Neka je L, matrica od elemenata zadatih formulom (6).
Neka je, dalje, zadata Paskalova matrica P, formulom (1) i Fi-
bonacijeva matrica @, formulom (3). Tada vazi P,=®, L,.

Dokaz: Kako je matrica ®, inverzibilna, dokazademo da je
®,'P,=1,, gde je inverzna Fibonalijeva matrica zadata formulom (4).
Razmatramo nekoliko slu¢ajeva. Za prvu vrstu primecujemo da je f'j;= 1,
fhi=0zaj =2 paje X f upn = npa=1=1. Kako za j > 2
vazi p; = 0 i f’y; = 0, zakljucijemo X, /'y pio = 1 = lp. Kako je p; =
=p,;=07zaj>3, tosledidaje X, f 5 py;=0 =1Ly za j > 3. MnoZeci
i-tu vrstu matrice ®;' sa prvom kolonom matrice P,, dobije se
o flapn = —1-1+1 = -1 = 1.

Na kraju izvedimo za i > 3 i j > 2. ZakljuCujemo da je X, f'x Pij

Nt N I Vel O I
vrsti i j-toj koloni.

—1 —2 —3
==|' —|’ ]—(l 1} §to je upravo jednako Clanu matrice L, u i-toj

Time je dokaz da je ®,'P,=L, zavrien.®
Ova teorema je vaZzna za dokazivanje njenih mnogih posledica.

Teorema 2. Neka su n i r celi brojevi za koje vazi 1 <r<n. Tada je:

n
n-1)_ k=3[rk-D-20-D-k-n* (7
{r—lj_kz Fr-k+1 (= DI(k—1)! '
=r

Dokaz: Kako je P,=®, L, zakljuCujemo p; = X, fyly. Zai=nij

i1
= r, ede je 1<r<n vaZi p,, = [;_ 1} = 30, £ L. Talnije,

(’r’: :) = Fylyy+ Fyi by + ...+ Fylyo, + Fylyy , + Fi L.
Vidimo da je f,, = F, 441, kaoi [, =0 za k <r,dok je za k 2 r
(k=) k= 1) =2(r= 1) = (k= )]
- r—1)!(k—7r)! '

Uvrstavajuci poslednje Cinjenice u gornju formulu, dobijamo identitet
(7).0

Posledica 1. Zane N vazi F, + F, + ...+ F,, = F,,.

lkr

Dokaz: Uvrstimo u (7) da je r = 1. Lako je uociti da vazi [;, =1, 1
=0il;,=-1zai=3,4, ... n (videti primer matrice L,). Zato sledi da
eeF+F+...+F_,=F

n—1+

Posledica 2. Za ne N vazi:
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n

n=1+F,_1+F, - z Fy_k+1 (k_4)
k=5
Dokaz: Sli¢no kao pre, zamenimo u (7) da je r = 2. Tada vazi:

(nIlJ: Z Joie iz
k=1

Uoc¢imo drugu kolonu matrice L,, gde vaZi fi, = 0, f5, = o5 = 1, fou
=0, dok je f, = —(k—4), za i = 5. Sada je lako uoditi da je:

n
n-1=F, |+F, 5~ 2 Fpoi1(k—4).
k=5

Dokazano je da je inverzna matrica L,' = [l',j] zadata formulom:

: 1 ®)

’.. i k n-— .

lij=D"Y (1) (k— 1)Fk—l +1
k=j

Otuda sledi I';=10, ; ,—1';, ;. VaZne Cinjenice , koje éemo Koristiti

dalje u radu su I’y = (=1)"*'F;_,zai 22il',=(-1)'""' F,_, za svako i.

Kako je matrica L, inverzibilna, iz P, = ®, L, , sledi P, L,' = ®,, a odatle

se izvode sledece dve teoreme.
Teorema 3. Za svaki prirodan broj n vaZzi:

n
k+1fn—1
F = 1 =+ —1 F —
n Z( ) (k_lJ k—2
k=3
Dokaz: iz P, L,' = ®, zakljuujemo fi= 2 Pie I'kj. Zai=nij=1
zazi i —j + 1 20, pa sledi:

n
Fn = z Pnk l,kl~
k=1

Kakovazi 'y, = 1,05, =0, =(=1)*"'F,_, za k > 3, zakljuéujemo

n

k+1
Fy=pm + 2 Puc (Z1)7 7 F_o,
k=3
taCnije,

_ LR n—1
Fn—1+2(1) (k_l]Fk—Z-.
k=3

Teorema 4. Za svaki prirodan broj n vaZzi:
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n+1
F=3 (—1>k(kf1]Fk_1.
k=2
Dokaz: Ranije smo ukazali na Cinjenicu da za svako i vaZi
U'n=(1)F,_, tejezai=n+1 [, ,=(=1)"*'F,. Medutim, iz formule
(8) zakljuCujemo:
n+1
’ n k(7
ln+l,2 = (_1) 2 (_1) (k_]JFk—l-
k=2
IzjednaCavanjem ovih dveju jednacina dobija se gore navedena for-
mula.e
Sledeca teorema dokazuje se na vrlo specifican nacin, drugadije od
dosadasnjih teorema.
Teorema 5. Za svaki prirodan broj n vazi:

n—3
F" — 2n—2 _ 2 szn—k—3.
k=1

Dokaz: Neka je zadata matrica:

formata nX 1. U teoremi 1 dokazano je da vaz P,=®, L,. MnoZenjem
leve i desne strane matricom E, dobija se P, E,=®, L, E,. MnoZenjem
matrica L, i E, dobije se matrica formata n X 1, Ciji je elemenat u i-toj
vrsti jednak Ly + lp + ... + [, §to je u stvari jednako 23, Dakle,
1
1

Q,=LE,=| -

2#—3
a zatim
Fy

Fi+F,
0\ =F,0, = Pt Btk

n—k—2

| Fy+Fy i +F L+ F2

S druge strane imamo:
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2 n.— 1
Ukoliko izjedna¢imo elemente u n-toj vrsti i prvoj koloni matrica
O’, i W, dobija se:
n—3
2" =0k, 4+ Y B2
k=1
Deljenjem ove jednakosti sa 2, dobija se jednakost navedena u
teoremi. ®

Posledica 3. Suma prvih n ¢lanova Fibonadijevih brojeva zadata je

formulom:
n+2 n—1

+1
F1+F2+...+F”=z (n ]Ezz n_z szn—k—l_l
k=1

j—1
k=1
Dokaz: iz posledice 1 zakljucujemo da je suma prvih n ¢lanova Fi-
bonacijevog niza jednaka:
Fi+F2+ ... +Fn=Fns2-1

Sada primenom rezultata iz teoreme 3 na levu stranu jednakosti do-
bije se prva jednakost, dok se primenom rezultata iz teoreme 5 dobija
druga jednakost.

Teorema 6. Za prirodan broj n = 2 vazi:

n+ ’ n+ n—1
'R = Y (D) k[k_lan

k=1

Dokaz: Kako je Paskalova matrica inverzibilna, iz P, L,' = ®,, zak-

n—n

lju¢ujemo L,_, =P, ®,, to jest I'; =X, p'ufy. Zai=ni j=1 vaii

’ , -1 . . s
Uy=(1)"" Fy g plu= (—1)””‘(: 1]1fk1 =F, . Sada je lako uociti da

vazi identitet. ®

3. Katalanova matrica i njena inverzna matrica

U odeljku 1 definisana je donje-trougaona matrica (5). Za n = 6,
Katalanova matrica ima oblik:
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0000
0000
1000
2
5

1
2
5

DN = O

K6:

—_—

4 100
42 145210
1324214521

Za dokaz sledece teoreme koristicemo zanimljiv identitet:

n
Cn+1:z GCiCn-i ©)
i=0
Teorema 7. Inverzna Katalanova matrica K,' = [k’,j] zadata je formu-
lom:
[ 1, i=1
Gioi 2o i=it 10
" |-Ci-j-1.i2)+2
| O, inace

Dokaz: Dokaz se sastoji iz dva dela, jer je potrebno dokazati da je
K, K,'=K,'K,=1,
Neka je matrica Q, =[g;] takva da je Q,=K, K, . Tada je:

=Z kiK' Gerjeky=0zai>jik;=0zai<})
k=1

=ky— 2k 1 + 2 ki k', (zamenom formule (10)).
k=j+2

Zai=jvazigq;=C —0+0=1,dok je zai#

v

Q;=Cijs172C_; + Z Citor1 (7Cimjm)
k=j+2

=Cijs1=Ci-jCG=Ciojo 1 C1=Cij 2 G = ... = Cij 2y = CCimjo = G i

i=j
= Ci—j+l - z Cy Ci—j—k
k=0

=Ci_j:1 — Ci_j+1 =0 (na osnovu (9)).

Dakle, kako vazi:
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1,i=j
% Yl0,i#)

za svako i, jtakvodaje 1 <i,j< n,sledidaje Q,=W,=1, e

Na primer, za n = 6, matrica K,! ima oblik:

1 0
2 1

4. Kombinatorni identiteti Katalanovih brojeva

Defini§imo matricu M, =[m;], 1 < i,j < n na sledeci nacin:

[(i-1) _(i-2) <ij- k-1) .
(j—lJ_z(j_lj‘zkﬁlCi—k—l(j_1], i>2 W

mj = 1, i=j=1
0, inace

(1 0 0 0 00]

-1 1 0 00O

M, = -2 0 1 000.

-4 =21 100

9 -6 -1-210

-23-15-7 1 31

Sto se ti¢e same matrice, uofavamo da je m,, = 1, my;=0zaj22.
1z definicije se vidi da za i, j = 2 vaZi My =My g+ My ;.

Sledeca teorema je vaZzna za izvodenje kombinatornih identiteta
Katalanovih brojeva.

Teorema 8. Neka su zadate Paskalova matrica P, (1), Katalanova ma-

trica K, (5) i pomoéna matrica M, (11). Tada vazi P, = K, M,,.

Dokaz: Matrica Kn je inverzibilna, pa dokazujemo da vaZi
K;' P,=M,. Uotimo da je my, =1, kao i Xj_ k', pu=1=my. Zaj =2
vazi Zi_y Ky i = K1y pyy = 0 = my. Posmatrajmo sada i > 2. Iz (1) i (10)

lako zaklju¢ujemo da je i, K’y py; = py» Cime je dokaz zavrien.e
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1z ove teoreme moZemo odmah izvesti sledecu:
Teorema 9. Za prirodne brojeve n i r, za koje je ispunjen uslov
1 <r<n, vazi:

n k=2
(}::]1): 2 C"_k‘*'l[(l;::J_ 2(1;:?}_ Z Ck—m—l[’:l__]l]} . (12)
k—r me1

Dokaz: Kako je P, = K, M,, sledi:
n
Pnr = z knk My = kyy My + kpp Moy + oot Ky my,
k=1

Kako je my, = 0 za k < r, nepotrebno je racunati ove brojeve u sumi.

Sada se jasno vidi da vaZi jednakost (12).e

Posledica 4. Za svaki prirodan broj n vazi:

n
1=C,=Cooi = 2, Cocprt (1 + G+ Cy + ot Gy
k=3
Dokaz: U formuli (12) stavimo da je r = 1, a odatle sledi:

n k=2
_ k—1 k—2 m—1
1_zcn—k+l|:( 0 ]_2( 0 ]_ch—m—l( 0 ):|
k=r m=1
i

Kako je (0) = 1 za svako i, onda vazi i gornja formula.e

Kako je Paskalova matrica inverzibilna, zakljuCujemo da vazi M,! =

= P,' K,. Odatle dobijamo formulu za inverznu matricu M, "= [m’;] ma-
trice M,
i i1
L k+il- : (13)
mlj—z -1 (r_ljcn—j+l
k=]
Nije teSko uociti da vazi m',-j =m,_ -1~ m;_ 1

Primer za n = 6:

100 0 0O
110 0 0O
M6_1_201000
42-11 00
923210
217-1 5 31

Teorema 10. Za svaki prirodan broj n vaZi:
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n k
_ n—1 rem[n—1
Cn_z k—1 Z (_1) m—1 Cm
k=1 -1
Dokaz: Iz C,M,=P, sledi C,=P,M,", tj. c; = Zj_, pym’y;. Za i=n i
j=1 vazi

k

n—1 ’ m+k n—1

¢t = Cpy Pk = k—1 =mkl=2 (_]) " m—1 Ch .
=1

Kada se ovi rezultati ubace u gornju jednakost, dobija se identitet
naveden u teoremi.®

5. Zakljudak

Glavna ideja ovog rada bila je da se ukaZe na drugaciji pristup
izvodenju kombinatornih identiteta. U uvodnom odeljku dat je pregled
koris¢enih matrica: Paskalove, Fibonacijeve i Katalanove i formirane in-
verzne Paskalove i Fibonacijeve matrice. Ceo odeljak posveden je teoremi
o inverznoj Katalanovoj matrici. Dalje su izufavane relacije medu
navedenim matricama, iz kojih je izvedeno viSe kombinatornih identiteta
Siroko kori$¢enih Fibonacijevih i Katalanovih brojeva.
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