Aleksandar Trokicic¢ i Nikola Milosavljevic¢

Odredivanje granica Ramzejevih
brojeva metodom slucajnih grafova

U radu su proucavana svojstva Ramzejevih brojeva sa ciljem poboljSanja granica za
neke od njih. Rad je posebno koncentrisan na pomeranje donje granice za R(5, 5).
Kori§cena je metoda generisanja sluc¢ajnih grafova. Prikazane su dve heuristike
u kojima su koriséene osobine nekih poznatijih sluc¢ajnih grafova.

1. Uvod

Ramzejeva teorema je fundamentalna teorema ne samo kombinato-
rike, veé i diskretne matematike uopste. Prvi ju je dokazao Frenk P.
Ramzej (1903-930), briljantni engleski matematicar po kome je i dobila
ime. Interesantno je da Ramzej ovu teoremu nije smatrao narocito
znaCajnom, ve¢ ju je koristio kao usputnu lemu. Na kraju se pokazalo da
je za njegov tadaSnji rad ona bila nepotrebna. Medutim, od ove leme je
nastala jedna nova teorija koja se bavi uslovima za postojanje pravilnih
struktura u okviru nekih sistema.

Formalno, Ramzejeva teorema glasi:

Teorema 1 (Ramzejeva teorema). Neka su r, g, i ¢, prirodni brojevi

za koje vazi r21, q, 2r, g, 2 r. Tada postoji najmanji prirodan broj

R(qy, q»; 1), takav da za svaki prirodan broj n = R(q,, q,; 1) vazi

tvrdenje:

Ako je S proizvoljan n-skup, P,.(S) skup svih r-podskupova skupa S i

P(S) =D, U D,, gde je D, N P, =

onda bar za jedan broj j € {1, 2} postoji g;-podskup skupa S, Ciji su

svi r-podskupovi sadrZani u familiji @,.

Broj R(q;, g,; r) naziva se Ramzejev broj.e

Postoji i generalizacija ove teoreme. Medutim, ovaj oblik je dosta
komplikovan za intuitivnho razumevanje pa ¢emo analizirati samo jedan
specijalan slucaj teoreme za r = 2, koji demo navesti u drugom delu.
Teorema ¢e biti predstavljena u grafovskom obliku, §to ¢e je uciniti
razumljivijom.
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Tako Ramzejeva teorema dokazuje egzistenciju Ramzejevih brojeva,
ona nam nije od velike pomo¢i pri nalaZenju istih. Samo su vrednosti ne-
kolicine Ramzejevih brojeva odredene, dok za ostale jedino postoje donje
i gornje granice dobijene raznim metodama. Gornje granice su dobijene
matematicki, dok su donje granice, dobijene na isti nacin, nedovoljno do-
bre. Zato se koristi pomo¢ racunara u vidu raznih heuristika. U ovom radu
smisljeno je par heuristika koje koriste Cinjenicu da je graf uzet za model
Ramzejeve teoreme. Heuristike u naSem radu sastoje se u konstruisanju
slucajnih grafova o kojim e biti re¢i u odeljku 3. One se baziraju na
teoremama iz teorije grafova i osobinama nekih poznatih slucajnih grafova.

Sada ¢emo uvesti definicije iz oblasti teorije grafova koje ¢emo ko-
ristiti u radu.

1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1. Prost graf G je ureden par (V, E) gde je EC (‘2/). Ele-
menti skupa V zovu se ¢vorovi, a elementi skupa E grane grafa. U
daljem tekstu ¢emo prost graf zvati samo graf.

Definicija 2. Ako skup {a, b} predstavlja granu, kaZe se da je ona
incidentna ¢vorovima a i b. Nasuprot tome, za ¢vorove a i b se kaze
da su incidentni grani {a, b}. Dva &vora su susedna ako su incidentni
istoj grani.

Definicija 3. Graf je povezan ukoliko postoji put izmedu svaka dva
njegova cvora.

Definicija 4. k-regularan graf je onaj graf kod koga je stepen svakog
¢vora k.

Definicija 5. C, (kontura) je 2-regularan povezan graf sa n ¢vorova.
Definicija 6. Kompletan graf K, je (n — 1)-regularan povezan graf.
Definicija 7. Ako je ACV i E;= AXANE onda éemo G,=(A, E,)
nazvati podgrafom grafa G.

Definicija 8. p-klika je podgraf grafa G koji je kompletan graf i ima
p Cvorova.

2. Ramzejevi brojevi

Sada navodimo pojednostavljenu verziju Ramzejeve teoreme koja ce
nam biti od velikog interesa:

Teorema 2. Za svaki par prirodnih brojeva (p, ¢) postoji R(p, g)€ N

tako da u svakom kompletnom grafu sa R(p, g) ili viSe ¢vorova, Cije

su sve ivice ofarbane u crveno ili plavo, ili postoji p-klika Cije su sve

ivice crvene boje ili postoji g-klika Cije su sve ivice plave boje.
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Dokaz ¢emo izvesti kasnije kao posledicu teoreme 5. Po definiciji u-
zimamo da je R(1,n) = R(n,1) = 1. Radi lakSeg razumevanja dokaZimo
par teorema:

Teorema 3. Ako je m € N, m = 2, onda je R(m, 2) = m.

Dokaz: Obojimo proizvoljno ivice grafa K, crveno i plavo. Ako su sve
ivice crvene onda on sadrZi crvenu m-kliku. U suprotnom on sadrZzi bar
jednu plavu ivicu, a samim tim i plavu 2-kliku. Prema tome R(m,2)<m.
Posmatrajmo sada graf K,,_,. Ako sve njegove ivice obojimo u crveno, on
ne sadrzZi crvenu m-kliku ni plavu 2-kliku. Prema tome R(m,2)=m.®

Teorema 4. R(3, 3) = 6.

Dokaz: Uodimo njegov proizoljan ¢vor v. Kako iz njega polazi 5
grana, po Dirihleovom principu bar 3 od njih su iste boje, npr. crvene.
Oznacimo te grane sa va, vb i vc. Ako bi neka od grana ab, bc ili ca bila
crvene boje, tada bi imali crvenu 3-kliku (trougao). Ako su sve ofarbane
u plavo onda imamo plavu 3-kliku abc. Prema tome R(3, 3) < 6. Sada je
dovoljno naci bojenje za K5 koje ne zadovoljava uslove teoreme 2, npr.
ivice koje okruzuju graf bojimo u plavo a “zvezdu” u crveno. Ovim je
dokaz zavrSen.e

Teorema 5. Ako su m, n prirodni brojevi i m, n = 3 tada je:

R(m, n) < R(m, n—1) + R(m-1, n)

Dokaz: Neka je N=R(m,n—1) + R(m—1, n) i posmatrajmo neko bo-
jenje grafa K. Uzmimo proizvoljan ¢vor ve V i neka je A skup ¢vorova
koji su susedni sa v preko crvene ivice, a B skup ¢vorova koji su susedni
sa v preko plave ivice. Kako je |A|+|B|=N-1 onda je |A|=R(m—1,n) ili
[B|= R(m,n—1), jer bi u suprotnom bilo |A|+|B| < N—1. Bez gubljenja
opstosti pretpostavimo da je |A| = R(m — 1, n). Sada imamo dva sludaja:

1. Podgraf (A, E,) sadrzi (m—1)-kliku sa svim crvenim ivicama i sku-
pom &vorova Ag. Tada AxU{v} &ini skup &vorova koji su svaki sa svakim
povezani crvenom ivicom, tj. graf K, sadrzi m-kliku crvene boje.

2. Podgraf (A, E,) sadrzi n-kliku plave boje pa sledi da je i Ky sadrzi.e®

Posledica. Sada se indukcijom po m + n moZe lako dokazati teorema

2 (Ramzejeva teorema) ograni¢avanjem odgovarajuceg broja odozgo.

Teorema 6. Ako su m, n 2 3 prirodni brojevi onda vazi:

m+n-2
Wmmﬁ{‘m_lJ

Dokaz: Indukcijom po m+n.
Baza: R(3, 3) = ( 3 )=6

Indukcijska hipoteza: Ako je k + 1 < m + n, tada je
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k+1-2
R(k, 1) <
k—1
Indukcijski korak: Iz teoreme 5 imamo:

R(m,n) < R(m,n—1)+R(m—1,n) < (m+n_3j+ (m+n—3)

m—2 m—1

m+n—2
R(m,n) < .
m—1
Teoremama 3 i 4 iscrpli smo skoro sve tacno odredene vrednosti

Ramzejevih brojeva. Neke do sada izraCunate vrednosti moZemo videti u
sledecoj tabeli.

Tabela 1. Vrednosti, odnosno granice za R(p, q)

p q
1 2 3 4 5 6
1 1
2 1 2
3 1 3 6
4 1 4 9 18
5 1 5 14 25 43-49
6 1 6 18 3541 58-87 102-165

Brojevi R(4, 6), R(5,5) i R(10, 3) i veci jo§ uvek nisu izracunati vec
su samo ograniCeni na nekom intervalu iako su im argumenti mali. To su
trenutno najbolje poznate granice za njih. Kao $to je pomenuto gornje gra-
nice su dobijene bez pomoci raCunara i uglavnom su bazirane na teoremi
5, dok se za donju granicu koriste drugaciji matematicki aparati i pomo¢
raunara, Pokaza¢emo jednu poznatiju nejednakost za donju granicu u
¢ijem se izvodenju koristi teorija verovatnoce.

Teorema 7. Za svaki prirodan broj k 2 4 vazi:

Rk, k) = 2"

Dokaz: Pretpostavimo suprotno da je N < 2% i posmatrajmo sva bo-

jenja ivica grafa Ky u crveno i plavo, gde je svaka ivica bojena u crveno

sa verovatnoom 5 Sledi da je verovatnoda da se dobije neko bojenje

2-(3). Neka je A podskup &vorova grafa Ky veliGine k. Ako je Dy(A)
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k
dogadaj kada je podgraf G, crvene boje onda je P(Dx(A)) = 2%, Sledi da
je verovatnoca da u grafu Ky postoji podgraf crvene boje ograniCena sa:

k
pr= P(U D(RA) < Y, P(D(A)) = ('E) 22
1Ak Al =k

k
Kako je (N)S N . sledi:

NY & _(N Nk 3
prS(k)Z 2 <(k]S2k_l-2 2

K K K
p<22 @*<272<

N

Zbog simetrije je i p, < %, pa je p, + pp <1 $to je kontradikcija. e

Iako jedna od boljih ogranicenja sa donje strane, iz tablice se vidi da
su ogranifenja za manje brojeve dosta veca. To je upravo zbog upotrebe
raCunara. Gornja granica se ne moZze pomeriti uz pomo¢ racunara jer je
potrebno biti siguran da za svako bojenje grafa date veliine postoji bar
jedna od odgovarajudih klika. Medutim, to se ne moze uraditi u polinomi-
jalnom vremenu, jer broj mogucnosti eksponencijalno raste u funkciji od
broja ¢vorova. Sa druge strane, za poboljSanje donje granice dovoljno je
naéi samo jedan kontraprimer, tj. neko bojenje grafa date veli¢ine koje ne
zadovoljava uslove teoreme 2. Ovaj problem je dosta tezak zbog velikog
broja razlicitih bojenja ali ne moraju se ispitati svi sluajevi. MoZemo uz
pomo¢ heuristika generisati slu€ajno obojen graf na takav nacin da
verovatno¢a da ne sadrZi odgovarajuce klike bude Sto veca, a zatim treba
proveriti da li je to zaista sluCaj. Za male vrednosti Ramzejevih brojeva
(npr. R(5, 5), R(4, 6)) ovo radi veoma brzo i ako se slucajni grafovi dobro
generiSu moguce je pomeriti granicu ako trenutna donja granica nije
odgovarajuc¢i Ramzejev broj. To je cij naSeg rada.

3. Slucajni grafovi

Slucajan graf je graf sa osobinom da je broj ¢vorova, ivica i veza
izmedu njih odreden slu€ajno. Proucavanje slucajnih grafova je pocelo kra-
jem 50-ih godina proslog veka uporedo sa razvojem teorije grafova, a prvi
su ih definisali Erdos i Renji.

Krajem 20. veka istraZivanja su pokazala da raspodele povezanosti re-
alnih mreza, kao §to su www, Internet, metabolicke mreze, itd. prate
stepeni zakon:

P(k) ~ K ¥
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gde je P(k) verovatnoca da je proizvoljan ¢vor u mreZi stepena k. Ovakve
mreZe se nazivaju scale-free mreZe. Vecina scale-free mreZa ima vrednost
koeficijenta Y u intervalu (2, 3]. Karakteristika im je veliki broj ¢vorova
malog stepena i mali broj ¢vorova velikog stepena. Scale-free mreZe su se
pokazale kao vrlo uspe$ne u modeliranju dru$tvenih, bioloSkih i mnogih
drugih mreZa. U jednoj od heuristika ¢emo koristiti ovaj model mreZa. Za
ograniCavanje broja grana od velikog je znacaja i sledeca teorema:
Teorema 8 (Tjuranova teorema). Neka graf G = (V, E) sa n ¢vorova
nema p-kliku. Tada je:

1 . n

El<(1- =

El<a- 15
Dokaz: Indukcijom po n.

Baza: Ako je n < p, graf ocigledno nema p-kliku, nezavisno od broja

ivica. Kako je |E| < (g), dovoljno je dokazati:

2
n 1 n
<Ql-——) —
$to je ekvivalentno sa n < p — 1, $to je tatno prema pretpostavci.

Indukcijska hipoteza: Za svako n = k vaZzi:
1.

El<1-—) -+

El=@--705

Indukcijski korak: neka je n = k. Graf G sigurno sadrzi (p — 1)-kliku
jer bismo u suprotnom mogli dodati jo§ jednu ivicu, a da ne napravimo
p-kliku. Sa A éemo oznaciti podskup ¢vorova grafa G koji je (p — 1)-klika,
a sa B skup &vorova za koji vazi B = V\A.

Podgraf G, sadrZi e, = (pz—l) ivica, podgraf Gy sadrzi egivica i e,

¢e nam predstavljati broj ivica koje povezuju Evorove iz skupova A i B.
Iz indukcijske hipoteze sledi:

1 (n—p+1)
epg < (1 — .
ps - O

Kako G nema p-kliku sledi da je svaki ¢vor v;€ B susedan sa najviSe

p—2 Evorova iz A jer bi u suprotnom postojala p-klika. Odavde dobijamo:

eap=@P—-2)(n—p+1)
Kako je |E| = ep+e, +e,psledi:

1 . (n-p+1? p-1
-ty O7h +<p—2><n—p+1)+(2)

Odakle dobijamo:
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n2

1
El<Q-——") -5
Elsa--29)

Primetimo da nam ova teorema daje granicu za broj ivica obojenih
crvenom, odnosno plavom bojom. Zaista, ako izbacimo sve ivice obojene
plavom bojom onda na§ graf, prema Tjuranovoj teoremi, ne sme da ima
vise od (1 —%) %2 crvenih ivica, gde je p veliina crvene klike koju

ne Zelimo u grafu. Takode, broj ivica obojenih crvenom bojom ne sme da

bude ni premali inace ¢emo imati plavu kliku. Nije tesko videti da je mi-
2

nimum crvenih ivica jednak (;) —(1—- %) . % , gde je g veli¢ina plave

p—

klike koju ne Zelimo u grafu.

3.1. Heuristika 1

Ideja je napraviti slu€ajni graf koriste¢i scale-free mreZe, generiSuci
iste koriste¢i model slican modelu BarabaSi-Albert.

Posmatrajmo Ramzejev broj R(5, 5). Sve $to o njegovoj vrednosti
znamo je 43 <R(5, 5)<49. Cilj nam je da konstruiSemo graf koji nece
sadrZati 5-kliku ni plave ni crvene boje. Pocecemo od Ky;. Smatracemo da
ako izmedu dva Cvora u naSem slucajnom grafu postoji ivica onda je ona
crvena, inaCe je plava. Iz Tjuranove teoreme moZemo izraCunati da broj
ivica naSeg slu¢ajnog grafa od 43 ¢vora mora biti u intervalu [210, 693].
Heuristika se bazira na tome da ¢emo posle konsturisanja slucajnog grafa
biti sigurni da on ne sadrZi crvenu 5-kliku, veé ¢e biti dovoljno proveriti
da 1i sadrZi plavu 5-kliku. Opisaemo je u nekoliko koraka:

1. Na pocetku konstruiSemo Kj.

2. U svakom sledeéem koraku dodajemo po jedan novi ¢vor i 3 grane
koje povezuju taj novi ¢vor sa neka 3 prethodno ubacena ¢vora. Svakom
¢voru u u do sada konstruisanom grafu dodeljujemo verovatnocu da pos-
toji grana izmedu njega i ¢vora koga ubacujemo. Uzeli smo da je ova
verovatnoca srazmerna stepenu datog ¢vora. Postupak dodavanja ¢vorova
nastavljamo dok ne dodemo do unapred zadatog broja ¢vorova, u nasem
slucaju 43. Primetimo da ovaj graf ne mozZe da ima 5-kliku. Zaista, pret-
postavimo suprotno. Neka je v ¢vor koji pripada 5-kliki i koji je poslednji
ubacen u slu€ajni graf od svih ¢vorova iz te klike. Prema tome on je
povezan sa najviSe 3 od 4 Cvora iz te 5-klike.

Kontradikcija. Prema tome, u ovom trenutku imamo graf sa traZenim
brojem ¢vorova koji je bez 5-klike.

3. Slede¢i korak je dodavanje ivica naSem grafu, pazeéi da se ne po-
javi 5-klika, do trenutka kada dodavanjem bilo koje ivice sigurno dobijamo
5-kliku. Ovog puta verovatnoca da ubacimo ivicu uv je obrnuto srazmerna
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broju zajednickih suseda ¢vorova u i v. Na osnovu toga izaberemo ivicu
uv. Zatim proverimo sve trojke {a, b, c} &vorova naSeg grafa razlicite od

u i v. Mogu se desiti dva slucaja:
1. Neka od trojki zajedno sa ¢vorovima u i v obrazuje 5-kliku. Tada

neéemo ubaciti ivicu izmedu u i v i dodeljujemo toj ivici verovat-

nocu 0.
2. Ne postoji trojka ¢vorova koja sa u v obrazuje 5-kliku. Tada uba-

cujemo ivicu uv i menjamo odgovarajuée verovatnoce.
Sledi pseudokod:

ubaci p-4 kliku
za svako 5 <1 <43
ubaci i-ti ¢vor u graf
na osnovu verovatnoce poveZi i-ti ¢vor sa neka prethodna 3
sredi verovatnode
BrGrana=0
Postavi pocetne verovatnoce
while (postoji par ¢vorova sa verovatnocom # 0) do begin
slucajno izaberi neku ivicu uv
if (ivica uv ne pravi kliku) then
Brlvica:=Brlvica+1
dodaj ivicu uv i sredi verovatnode
else
postavi verovatnoéu za uv na 0
end while
napravi komplement datog grafa i proveri da li ima 5-kliku

3.2 Heuristika 2

Nas cilj je bio da napravimo heuristiku koja ¢e imati $to viSe grana,
a nece imati 5-kliku. Zbog toga je na§ pocetni graf G = (V, E) imao
dvadesetdve 4-klike:

V= {Vj_, Vo, ... Vn}
22

E= U {(Vi,Vi +1)s Vir22i423), ivi+23), (Wi 1V 22)s Visvir22)s (Vi 1vi+ 23)}

i=1

Kada napravimo graf G u njega slucajno ubacujemo ivice, s tim §to
nemaju sve istu verovatnocu. Za ivicu (u, v) imamo tri slucaja:
— Ako je ¢vor u spojen sa tri ¢vora iz 4-klike kojoj pripada &vor v
onda je verovatnoda da se ta ivica ubaci jednaka 0.
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— Ako je ¢vor u spojen sa dva ¢vora iz 4-klike kojoj pripada ¢vor v
onda je verovatnoca da se ta ivica ubaci jednaka 1.

— Ako je ¢vor u spojen sa jednim &vorom iz 4-klike kojoj pripada

¢vor v onda je verovatnoca da se ta ivica ubaci jednaka 2.
Ako je ¢vor u nije spojen ni sa jednim ¢vorom iz 4-klike kojoj pri-
pada ¢vor v onda je verovatnoca da se ta ivica ubaci jednaka 3.

Pseudokod:

za svako i € {1, ..., 22}
ubaci ivice {(, i + 1), (i + 22, i +23), (i, i +23), (i + 1,i + 22)}
{G,i+22),G+1,i+23)}
za svako (i, j) pli, j] = 3
za svaku prvobitnu ivicu (i, j) i (j, k) p[i, k]
za svaku ivicu (i, j) p[i, j]=0
za svako (i, j) p[i, /] = min i, j1, p[j. i)
while (nije ubaceno m ivica) do begin
za svako (i, j) sump+=pl[i, j|
rivica = random(sump) + 1
za svako i, za svako j
if (traZi 2 rivica) then
ri=i; rj=j;
break;
if (ivica (ri, rj) Cini 5-kliku) then
ponovo slucajno biraj ivicu
izb++
if (izb > 400) then izadji iz programa
sredi verovatnode
end while

3.3. Random generator

Random generator koji smo koristili u kodu je veoma prost. Baziran
je na principu “tocka sreée”. Neka imamo n elementa i neka je vero-
vatnoca da izaberemo i-ti direktno proporcionalna sa a;. Tada postavimo n

segmenta duZina a,, a,, ... a, na interval duZine X/_, a;, slu¢ajno izaberemo

broj iz tog intervala i jednostavno odredimo kom segmentu on pripada.
. .. .. v X X

Ako imamo obrnute proporcije, koristimo segmente duZina L= b L)
1 2

Laij i interval duZine X'_, Laij, gde je x pozitivan broj (u naSim ko-

dovima smo koristili 1000 < x < 100000).
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4. ZakljuCak

Nekoliko najboljih rezultata prve i druge heuristike prikazani su u ta-
beli 2:

Tabela 2. Najbolji rezultati prve i druge heuristike

Prva heuristika Druga heuristika

broj plavih broj ivica broj plavih broj ivica
p-klika p-klika

862 516 4721 280

910 503 4786 286

923 526 4818 279

964 526 5015 293

967 513 5107 284

Prva heuristika se pokazala kao veoma “nestabilna” tj. davala je re-
lativno dobre rezultate, ali i veoma loSe (npr. bilo je random grafova kod
kojih su skoro svi ¢vorovi bili povezani sa prvih 5-6 ¢vorova, verovatno
zbog povremenog loSeg generisanja BarabaSi-Albert modela). Druga heuri-
stika se pokazala kao mnogo stabilnija. Broj plavih 5-klika je uvek bio u
intervalu [4700, 6000] a broj ivica oko 300. Medutim, ova heuristika ne
daje dovoljno dobre rezultate i u tom pogledu je slabija od prve.
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Determing the Bounds of Ramsey’s Numbers Using Random
Graphs

In this paper we have studied the properties of Ramsey’s numbers in
order to improve bounds for some of them. The main purpose of this pa-
per is moving the lower bound for R(5,5) by using random graphs. We
presented two heuristics where we used some properties of known random @
graphs.
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