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Ispitivanje magicCnosti grafa po
¢vorovima

Ispitivani su grafovi magicni po ¢vorovima i na osnovu dokazanih teorema ispi-
tana je magicnost za konture, puteve i tockove. Osim toga, napravljen je kratak
racunarski program pomocu kojeg je analiziran spektar, odnosno zavisnost broja
reSenja od konstante magicnosti h (broj koji predstavlja zbir teZina ¢vora v i svih
grana koje polaze iz njega). Dokazano je da su sve konture i svi putevi, kao i
neki tockovi, magicni po ¢vorovima.

Uvod

Magicni kvadrati su jo§ od anti¢kih vremena bili jedna od najpopularnijih
matematickih zabava. Ranih 1960-tih, Sedlacek se zapitao da li se magicnost
moZe primeniti na grafove. Nekoliko godina kasnije, Kotzig i Rosa formulisali
su problem numeracije grafova (Wallis 2001). Numeracija je pridruZivanje
prirodnih brojeva skupu elemenata grafa: ¢vorovima ili granama. To se moZe
uraditi na razli¢ite nacine. Najinteresantniji od njih su oni gde se brojevi pri -
druZuju i ¢vorovima i granama bez ponavljanja.

Magicni grafovi su dosta kratko proucavani, jer su bili potisnuti novim
problemom gracioznih grafova, te postoji dosta otvorenih problema u ovoj ob -
lasti. S druge strane, reSenja tih problema su sve traZenija, jer grafovi postaju
sve aktuelniji, pronalazi se sve viSe njihovih razlicitih primena u svetu kom -
pjutera i industriji. Tako se na primer magicni grafovi koriste u povezivanju
linkova. Pretpostavimo da treba dodeliti adrese nekim linkovima na internetu.
Potrebno je da sve adrese budu razliCite i da se mogu pronaci pomocu dva
povezana linka. To je reSeno koriS¢enjem magicnosti po granama.

Dakle, problema vezanih za magi¢ne grafove je sve vise, potraZnja za
njima je sve veca, te oni predstavljaju veliki izazov mladim matematicari -
ma, bar je to bio slucaj sa nama.

U ovom radu ispitivana je magi¢nost grafa po ¢vorovima. Uraden je
program kojim je ispitana magicnost za neke tockove, put i konturu i ana -
liziran odnos broja reSenja u zavisnosti od konstante h.
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Preliminarije

U ovom delu definisaéemo samo neke nove pojmove vezane kon-
kretno za magicnost grafova po ¢vorovima. Sve druge definicije mogu se
pronaci kod V. Petrovica (Petrovi¢ 1998).

Definicija 1. Graf G je magican po ¢vorovima ako postoje bijekcija
AN:VOE - 1,2,....e+vi i konstanta h sa osobinom

Ax) + Z A (xy) = h za svaki &vor x O V.
yOx

Drugim refima graf G=(E,V) je magican po ¢vorovima ako se
¢vorovi 1 grane mogu numerisati brojevima od 1 do e+v, tako da vazi da
je zbir teZine ¢vora i svih grana koje polaze iz tog ¢vora konstantan za
svaki ¢vor grafa G. Kako bismo ilustrovali ovu, na prvi pogled nezgrapnu
definiciju, navodimo nekoliko primera (slika 1).

3 7 2

Ky-xy Petersenov graf

Definicija 2. Neka je A\ : VO E - [1,2,...,e + Vv jedno po &vorovima
magicno oznacavanje grafa G sa konstantom h. Neka je s, = Z Ax), a
X
s, = Z A (xy). Bijekcija ' : VO E - 1,2, ...,e +vidata sa

xOy
Nx)=(+e+1)=A(x)i N@y)=(@+e+1)=A(xy) zove se dual od .

Ispitivanje magicnosti

U ovom delu navodimo naSe rezultate proucavanja magicnosti po
¢vorovima za konture, puteve, tockove, kao i jo§S neke osobine vezane za
magicne grafove, kroz niz teorema. Sa ai, a2, ...,ay oznaceni su brojevi
dodeljeni pri numeraciji ¢vorovima grafa, a sa b1, b2, ..., b, brojevi dode-
ljeni granama.
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Slika 1.

Figure 1.

DEO |



Konture Cj

Teorema 1. C, je po ¢vorovima magican za sve n 3.

Dokaz. Problem se svodi na magi¢no po granama oznacavanje kon-
ture C, koje postoji za svako n. Neka je A' magicna po granama, a A
magi¢na po ¢&vorovima numeracija konture C,. Uzmimo da je
A@x)=N(x;x+1) i A@x;+1)=A(x;+,). Na ovaj na¢in dobijamo
magi¢no po ¢vorovima oznacavanje konture C,.

Navodimo jo$§ i primer numeracije za opsti slucaj za neparan broj
¢vorova, gde je h=3n+l. Cvorovima i granama pridruZujemo brojeve
i1,2,...2n. Cvorovima dodeljujemo parne brojeve, a granama neparne
kao na slici 2. Jasno je da je na taj nacin svaki od brojeva dodeljen tatno
jednom, ¢ime je zadovoljen uslov da dato preslikavanje bude bijekcija. Za
parno n neposredno reSenje se dobija na neSto komplikovaniji nacin
razmatranjem vise sluCajeva.

2n-6

C 2k+1

Putevi Py,

Teorema 2. P, je po ¢vorovima magican za sve n.

Dokaz. Posmatrajmo konturu C, — e, gde teZina grane e iznosi 1. Nu-
meriS§imo grane konture tako da je A (x;) =A (x;) — 1. Na taj na¢in smo do-
bili magi¢no po ¢vorovima oznacen put P,

Navodimo jo§ i numeraciju puta P, za neparno n u opStem slucaju,
za h=5n—-3 (slika 3). Cvorovima i granama pridruZujemo brojeve
1,2,...2n— 1. Granama dodeljujemo vrednosti od 1 do n—1, a
¢vorovima od n do 2n — 1. Svi brojevi od n do 2rn — 1 su dodeljeni ta¢no
po jednom svakom od ¢vorova, “neparnim” granama su dodeljeni brojevi

n—1 n—1

5 “parnim” granama brojevi od —— do n — 1, dakle svaki

od 1 do )

Slika 2.

Figure 2.
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5n-3 Slika 3.

on-1 n n+1 n+2 n+3 2n-4 2n-3 2n-2 Figure 3.
[ * L A d . hd .

n-1 n-1 n-3 n-2 1 n+1
2

P2k+ 1

od brojeva je dodeljen tacno jednoj grani odnosno ¢voru. Za paran broj
¢vorova neposredno reSenje je mogucée dobiti, ali je dosta komplikovanije
jer postoji mnogo slucajeva, a princip je isti kao i za neparne.

TocCkovi Wy

Teorema 3. W, je magican po évorovima za n13,4,5, ..., 115

Dokaz. Kao dokaz navodimo po jedan primer za svaki od toCkova
(W3_Wll — slika 4)

JoS neke osobine po ¢vorovima magi¢nih grafova

Teorema 4. Ako su G i H grafovi sa istim brojem ¢vorova takvi da
je G H po &évorovima magican, onda je i G U1 H po &vorovima magican
(G U H se dobija kada se svaki &vor iz G poveZe sa svakim ¢vorom iz H).

Dokaz. Neka je v broj ¢vorova grafa G odnosno H, a e i e, broj
grana grafa G odnosno H. Brojevi koje dodeljujemo granama i ¢vorovima

grafa GO H su 1,2, ...,2v + ¢, + ¢, a one koje pridruzujemo &vorovima
grafa GO H su 11,2, ...,2v + ¢, + ¢y 7. Dokazacemo da mozemo nu-
merisati graf G [J H ne menjajuéi ve¢ numerisane &vorove i grane tog
grafa (pri numeraciji grafa G U H), tj. da brojeve od 2v+e, +e, +1 do
2vte te,+ ? mozemo rasporediti na dodatih Vv grana tako da graf
G H bude magian po Cvorovima. Oznalimo niz brojeva od
2vte tey+1 do 2vte te,+ V' sa ¢,- Razmatraéemo sledede
slucajeve:
1. v=4k

v

Podelimo niz ¢, na dva dela. Uzmimo po 4

prvih i poslednjih brojeva
Slika 4

od svakog dela niza c¢,. Njihov zbir je (v+e, +e) v+ (2 +1) % (naspramna strans)

Ponavljajuci postupak odabiramo po v brojeva koje dodeljujemo granama
koje izlaze iz jednog C¢vora. Ocevidno je da su svi zbirovi dobijeni datim Figure 4.

postupkom jednaki, Sto znaci da su uslovi za magic¢nost zadovoljeni za (opposite page).
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¢vorove grafa G. Potrebno je jo§ dokazati da se moZe napraviti takva per-
mutacija brojeva izabranih za jedan ¢vor tako da uslovi budu zadovoljeni
i za ¢vorove grafa H. Neka je b, ; teZina grane koja spaja ¢vor i sa ¢vorom

Jj. U svaki ¢vor iz H ulazi ta¢no po jedna grana iz svakog od Cvorova iz
G, tj. tacno jedan broj iz svake v-torke brojeva. Tako jednom od ¢vorova
pridruZimO v-torku (b]’v+2, b2y],b4’3 ey bk,k-l bk+1,v+1—(k—1)’ . bv’ v_]).
Ponavljajuéi postupak “prvi-poslednji” dobijamo numeraciju grafa

GUH koja zadovoljava uslove magi¢nosti.

2.v=4k + 2
Podelimo niz ¢, na 2k + 1 delova. Postupajuci analogno prethodnom

primeru dobijamo numeraciju grafa GLH koja zadovoljava uslove
magicnosti.

3.v=2k+1

Podelimo niz na v delova i postupamo sli¢no kao u slucaju 1. Na taj
nadin dobijamo magi¢nu numeraciju grafa GUH, &ime smo pokazali da je

tvrdenje zadatka tacno.

Teorema 5. Dual A' je po &évorovima magicno oznacavanje akko je
G regularan graf.

Dokaz. (1) Neka je G regularan graf. Dokazacemo da je dual A’ po
¢vorovima magiCan. Posmatrajmo proizvoljan &vor a; i grane
by, b, ..., b, koje polaze iz njega. Tada vazi: a;+ b+ b, + ..+ b, =h. U
dualu A" uoleni &vor ima vrednost e + v+ 1 —a;, a grane imaju vrednosti
etv+1—-b,, etv+tl—b,, ..., e+v+1—b. Tada vazi: h' =
=(e+v+1)(s+1)—h. Kako je graf regularan, to je s jednako za svaki
Cvor, pa je i A’ konstantno za svaki &vor duala, $to znaci da je i dual po
¢vorovima magican.

(0 ) Neka je A" po &vorovima magic¢an graf. Dokazacemo da tada G
mora biti regularan. Pretpostavimo suprotno, da graf G nije regularan.
Neka su a; i a, dva susedna Cvora grafa G, b; grana koja ih povezuje,
by, b,, ...,b, grane koje polaze iz a, a b;,b',, ...,b'p grane koje polaze
iz ay. Tada vazi: a; + by + by + ..+ b;=a;+ by + D, +b'5+ .. +b' ,=h. U
dualu A’ vazi: B =(e+v+1)(s+1)—h (za &vor 1), odnosno /' =
=(e+v+1)(p+1)—h (za &vor 2). To znadi da nije zadovoljen uslov ma-
gi¢nosti po granama za dual A'. Kontradikcija.

Navodimo i nekoliko nejednakosti koje vaZe za po ¢vorovima magic-
ne grafove, koje se dosta jednostavno dokazuju, te dokaze prepusStamo Ci-
taocu.
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Teorema 6. Za svaki graf G koji ima po ¢vorovima magicno ozna-

. v +e+t . L
cavanje vaZi s, t2s,=vh=s, +% ; 1% gde su s, i s, zbirovi teZina
O

svih ¢vorova odnosno grana.
Teorema 7. Za svaki graf G koji ima po ¢vorovima magicno ozna-

Cavanje vaZi %+e+lg+ %SIES vhS2%+e+1E— |]+l%

0
02 0 0%0 02 0 0%0
Teorema 8. Za kompletan bupartitan graf K, ,, koji ima po &voro-
vima magi¢no oznacavanje sa konstantom h vazi:

1 2 1 3 2
5((m+1)3—m) < hSE((m+1) +m°).

Program za pronalaZzenje magi¢ne numeracije grafa

Program koji smo napisali za pronalaZenje po ¢vorovima magicne nu-
meracije grafa radi po slede¢em principu: ucita graf u matricu a dimenzija
v Xy, pri ¢emu brojevi na glavnoj dijagonali predstavljaju teZine ¢vorova,
te su pri unoSenju 1, dok je g;; teZina grane izmedu Cvorova i i j i pri
unoSenju je 0. Potom se elementima grafa dodeljuju brojevi od 1 do e+v
i metodom backtrack-a se traZe sva moguca magi¢na oznacavanja grafa.
Matrica m pamti permutacije brojeva od 1 do e+v. Brojevi koji su upotre-
bljeni, i koji viSe ne mogu biti ubaceni u matricu m, upisuju se u skup s.
Procedura magicgraph pravi permutacije brojeva od 1 do e+v koji ne pri-
padaju skupu s tako da zbir brojeva u svakoj vrsti bude jednak h. Ovde
navodimo proceduru magicgraph:

procedure magicgraph (h, i, j:integer; s:skup; sum,u:integer);

var k,bi,bj:integer;
begin
if i=v+1 then
begin
writeln;
for bi:=1 to v do
begin
writeln;
for bj:=1 to v do write(m[bi,bjl,” ");
end;
writeln (f);
for bi:=1 to v do
begin
writeln (f);
for bj:=1 to v do write(f,m[bi,bjl,” ’):
end;
inc (res);
end;

if u=0 then magicgraph (h,i+1,i+1l,s,prvih(i),uk[i+1]- popun(i+l))

else
if ali, 3]0 then
begin
if (j=v) or (u=1l) then
begin
z :=h-sum;
if (z0) and (z) then
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if (z0) and (z) then
if not (z in s) then
begin
m(i,J]:=z;
m[j,1]:=m[i,]];
magicgraph (h,i+1,i+1,s+[m[i,3]],prvih (i),
uk[i+1]-popun (i+1));
end;
end
else
begin
z :=h-sum- (e+v) * (u-1) ;
if z0 then z:=1;
for k:=z to e+v do
if not (k in s) then

begin
m[i,Jj]:=k;
m[qu]:=k; o
magicgraph(h,i,j+1,s+[k],sumtk,u-1);
end;

end
end
else magicgraph (h,i,j+1,s,sum,u)
end;

Spektri reSenja za razliCite h

Razmatranjem odnosa broja reSenja u zavisnosti od konstante A (uzi-
mamo sve mogudée vrednosti za konstantu %, koje dobijamo trivijalnim ra-
c¢unom iz uslova magicnosti) dosli smo do sledecih rezultata:

1. kod puteva spektri su sli¢ni, broj reSenja raste do neke vrednosti,
a dalje sa porastom h broj reSenja opada, sve do maksimalne vrednosti &
gde uzima vrednost O;

2. kod tockova nije uocena nikakva pravilnost u promeni broja
reSenja;

3. kod kontura uoceno je da su spektri simetricni (C9 i C10 — slika
5), odnosno broj refenja za max(h)—i jednak je broju reSenja za

max(#) — min(h) . Slika 5.

min(h) —i za svako i[170,1,..., 5 i To je posledica ¢i-

njenice da su konstante max() — i duali reSenja za konstante min(k) +i.  Figure 5.

co Cc10
6000, 3000
5526 5526 26980 26980
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Zakljucak

Ispitivanjem magicnosti grafova ustanovili smo da su svi putevi i sve
konture magi¢ni po ¢vorovima, kao i neki toc¢kovi. Poznato je da svi ostali
tockovi (koji nisu spomenuti u ovom radu) nisu magi¢ni po ¢vorovima, §to
se smatra kompleksnim problemom u ovoj oblasti i §to mi nismo uspeli
da dokaZemo. Pravilnost promene broja reSenja u zavisnosti od konstante
magicnosti & uoCena je kod kontura. To je posledica Cinjenice da je dual
konture takode po ¢vorovima magi¢no oznaCavanje grafa.

IstraZivanje se moZe proSiriti na ispitivanje magic¢nosti po ¢vorovima
za neke druge vrste grafova, kao i na ispitivanje magic¢nosti po granama i
totalne magicnosti (magic¢nost i po ¢vorovima i po granama).

Takode, moglo bi se pokuSati sa reSavanjem do sada nereSenih pro-
blema, kojih ima dosta u jo§ neispitanoj oblasti magi¢nih grafova.

Zahvalnost. Zahvaljujemo se profesoru Draganu Masulovicu, Tatjani
Petrov i Radu Stanojevicu, koji su svojim predlozima i sugestijama dopri-
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Vertex Magic Graph Analysing

We say that a graph G with vertex set V with v elements and egde
set E with e elements is vertex magic if there is an assignment of numbers
(called weights) from the set to edges and vertices of G in such a way that
for each vertex x the sum of the weigth of x and the weigths of all the
edges incident to x is constant. Magic graphs have many applications,
mainly in network-related areas and the study of radar pulse codes. In this
paper we studied magic labelings of paths, circuits and wheels. Most ex-
amples shown here were found by a computer program we made. We pre-
sent here proofs of some basic properties of magic graphs, followed by an
analysis of the number of magic labellings as a function of the magic con- @
stant A.
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