Dorde Nijemcevic i Jelena Uzunovic

Fraktalna difuzija

U ovom radu proucava se brzina difuzije na jednostavnim drvolikim fraktalnim
strukturama. Za opis pomenutog procesa uvodi se veli¢ina nazvana koeficijent fra
ktalne difuzije. Napravljen je delimicno pojednostavljen matematicki model prirod
nog procesa i uradena je racunarska simulacija difuzije kroz jednostavne
samoslicne drvo-objekte. Dobijeni su rezultati za vrednost koeficijenta fraktalne
difuzije u zavisnosti od relevantnih parametara u skladu sa pretpostavkama.

Uvod

Difuzija u fizici predstavlja proces izjednaCavanja koncentracija
sistema, prouzrokovan haoti¢nim kretanjem atoma i molekula supstanci
koje saCinjavaju taj sistem. Fraktali (lat. fractus=slomljen, podeljen) pred-
stavljaju klasu geometrijskih objekata koji se odlikuju samosli¢noScu. Pod
samosli¢nim objektima podrazumevaju se oni ¢ija je svaka komponenta is-
tog oblika kao celina, samo razli¢itih dimenzija, pa se evolucija fraktala
moze produziti do u beskonacnost, tako da svaki deo svakog dela izgleda
kao ceo objekat. Primeri fraktala u prirodi su pahuljica snega ili drvo, koje
ima priblizno fraktalan oblik, poSto se stablo deli na manje ogranke koji
se kasnije dele na jo§ manje grane, Sto se analogno nastavlja, tako da je
da svakom nivou dobijeni oblik samo manja verzija originala.

Postavlja se pitajne: kojom brzinom materija difunduje? Brzine difuz-  p . Nijeméevic

ija na jednodimenzionalnim, dvodimenzionalnim i trodimenzionalnim ob- (1981), Kragujevac,
Bunjevacka 9, ucenik
3. razreda Prve
kragujevacke
brojem? To je pitanje na koje ovo istraZivanje pokusava da da odgovor.  gimnazije

jektima mogude je eksperimentalno odrediti. Sta se, medutim, de$ava sa
fraktalima, strukturama ¢iji se broj dimenzija ne moZe okarakterisati celim

L. .. Jelena Uzunovic
Model 1 implementacija (1982), Valjevo,
Dusanova 103,
ucenica 2. razreda
Matematicke
vne drvo-strukture, koje su karakterisane odnosom duzina grana susednih gimnazije u Beogradu

Istrazivanje se sastoji u racunarskoj simulaciji difuzije kroz jednosta-
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generacija (koga ¢emo zvati faktor fraktala), uglom izmedu grana sa istim
roditeljem (ugla fraktala) i brojem generacija, odnosno dubinom. Primer

drveta sa faktorom 0.5, uglom TT/ 2 i dubinom 4 dat je na slici 1.

Slika 1.
Primer drvo-fraktala.

Figure 1.

An example of
tree-fractal.

Neka je <r> srednje rastojanje koje predu Cestice koje difunduju od
centra difuzije, tj. mesta gde je ona pocela. U opStem slucaju, zavisnost

<r> od vremena je stepena funkcija, tj. vazi formula <> = a i, gde je a
konstanta, ¢ vreme, a O veli¢ina koja karakteriSe brzinu difuzije, a koja ce
biti nazvana koeficijentom fraktalne difuzije.

Ukoliko neku strukturu podelimo na n komplementarnih delova, tako
da je deo i od “centra difuzije”, tj. mesta gde je difuzija otpocela, udaljen
za r;, onda se <r> racuna po formuli

i=1 )

Za raCunanje <r> u drvo-strukturi neophodno je, dakle, odrediti ras-
pored masa u njoj. Za reSenje tog problema neophodno je odrediti masenu
raspodelu u cevi zatvorenoj na jednom kraju. To se postiZe sukcesivhom
konvolucijom, tj. uzastopnim mnoZenjem polinoma masene raspodele i po-
linoma raspodele brzina.

Neka je cev poprecno podeljena na N paralelnih delica debljine.
Masena raspodela moZze se predstaviti u obliku polinoma P(x) N-1-og ste-
pena u kome koeficijent uz i-ti Clan predstavlja masu u delicu i-1. Izolu-
jmo deli¢ i, u kome imamo n; Cestica. Tada moZemo uvesti realan broj a,
a < 1, tako da posle odrdenog vremena deli¢ napusti n; Cestica. Ukoliko
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je vremenski trenutak dovoljno mali, moZemo smatrati da e se, ukoliko
je cev horizontalno postavljena, n; a /2 Cestica iz delica i naci u delicu i—1,
isto toliko u deli¢u i+1, a n; (1 — a/2) ¢e ostati u delicu i. Tu raspodelu

Slika 2.
Primer konvolucije
polinoma masene

raspodele
moZemo predstaviti polinomom g(x) = %xz +(1-a)x + %. Tada dée plo”m)mlomoml
2
—x t-x+ -
O(x) = P(x) g(x) predstavljati masenu raspodelu u cevi nakon jedini¢nog 4 2 4
intervala vremena. Primer prve Cetiri iteracije opisanog postupka dat je na
slici 2. Figure 2.
An example of
convolution of mass
10 distribution
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3. KORAK KONVOLUCIJE

Posle velikog broja mnoZenja moZe se dobiti oblik raspodele prika-
zane na slici 3.

Pravljenje ove raspodele ujedno predstavlja i simulaciju jednodime-
nzionalne difuzije. Grafik zavisnosti <r> (koje je ovde jednako srednjem
predenom putu, jer je u pitanju cev), od vremena dat je na slici 4, za cev
beskonacne duZine.
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Racunanje takve zavisnosti u fraktalnoj strukturi je neSto sloZeniji
problem. Za svaku iteraciju konvolucije polinoma oko korena drveta Sire
se prsteni male debljine. Potrebno je, dakle, odrediti masu u delu drveta
zahvadenom pojedinanim prstenom, Sto predstavlja m; u formuli (1). Ta
masa se odreduje po formuli

\Y

My prstenu = Z Modseckagrane, i 2)

i=1

gde je v broj grana sa kojima se prsten se€e ili ih sadrZi, mogsecka grane, i
masa u i-toj grani koju seCe prsten, a koja se raCuna po obrascu

72 « PETNICKE SVESKE 49

Slika 3.

Primer zavisnosti
mase u delta-okolini
tacke u cevi
zatvorenoj na jednom
kraju od rastojanja
tacke od pocetka cevi.

Figurev 3.

Typical dependance
of delta-neighborhood
mass of distance
from a tree front-end.

Slika 4.

Primer zavisnosti
srednjeg rastojanja
koje predu Cestice
koje difunduju u cevi
zatvorenoj na jednom
kraju od vremena

Figure 4.

Typical time
dependance of
average path passed
by particle.
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mi +myp L.
Modsecka grane — B A (s (3)
X

mj i my predstavljaju mase Ax okolina preseka prstena sa granom, [ je
duZina odsecka grane, a S predstavlja debljinu grane, koja se racuna po
formuli

eneracijagrane
5= @ 4)
U

Ovde lezi znacaj pravljenja masene raspodele: ukoliko su poznate ko-
ordinate preseka prstena sa granom, jednostavno se odreduje duZina drveta
od tih preseka do njegovog korena, a samim tim i masa u njihovoj Ax
-okolini. Masa u delu grane koja obuhvata prsten moZe se aproksimirati
prema relaciji (3). GreSka pomenute aproksimacije ne prelazi 3%. Nara-
vno, ukljucene su i mogucnosti da se pocetak, kraj ili Citava grana nalaze
u prstenu, $to se fundamentalno ne razlikuje od prethodnog slucaja.

Zbog konacnosti samog modela drvata (Sto sa cevi nije slucaj),
deSava se da posle izvesnog vremena deo mase “odlazi” iz drveta, jer se
javljaju Cestice Cije rastojanje od pocetka cevi prevazilazi duZinu drveta.
Simulacija se prekida kada ova masa dostigne 2% inicijalne mase. Ovde
je prisutna izvesna proizvoljnost, ali je analizom dobijenih rezultata utvr-
deno da je za manje kriticne vrednosti masa na krajevima drveta veoma
mala, tako da ne utiCe preterano na rezultate.

Rezultati

Zavisnost <r> od vremena racunata je za razliCite vrednosti uglova i
razli¢ite odnose grana susedne generacije. Ispostavilo se da je pomenuta

zavisnost zaista oblika <r> = a 1*. U tabeli 1 date su vrednosti koeficijenta
fraktalne difuzije O u zavisnosti od pomenutih parametara. Broj generacija
na drvetu je bio 6.

Uocava se da relativna greSka dobijenih rezultata za koeficijent frak-
talne difuzije ni u jednom slucaju nije veca od 0.12%.

Primetimo da se dobijeni koeficijenti mnogu primeniti i na nesto
sloZenije strukture: ukoliko u korenu fraktala postavimo, simetricno u od-
nosu na neku osu, odredeni broj identi¢nih fraktala, dobi¢emo iste koefi-
cijente, naravno, pod uslovom da medu nikoja dva fraktala ne postoji
presecanje.

Neki rezultati iz tabele 1 prikazani su na slici 5.
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Tabela 1. Koeficijent fraktalne difuzije u zavisnosti od ugla izmedu grana i odnosa duZina

grana susednih generacija

Ugao  Faktor
0.33 04 0.5 0.6 0.7
0 0.4544 £0.0005 0.4544 £0.0005 0.4544 £0.0005 0.4544 £0.0004 0.4544 +£0.0004
Tt/ 6 0.4542 £0.0005 0.4539 £0.0005 0.4535x0.0005 0.4508 £0.0005 0.4531 +£0.0004
/3 04531 £0.0005 0.4529 £0.0005 04516 £0.0004 0.4492 +0.0004 0.4466 £ 0.0004
Tt/ 2 04516 £0.0004 0.4499 £0.0004 0.4468 £0.0004 0.4414 £0.0004 0.4372 £0.0004
2TT/3 04493 £0.0005 04471 x0.0005 0.4412 £0.0005 04369 +0.0005 0.4193 £0.0005
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Na fraktalima istih faktora uotavamo da koeficijent fraktalne difuzije Slika 5 (prethodna

o .. . .. strana).
opada s uglom. Takode se uocava da kod fraktala istih uglova koeficijent Grafici vrednosti

fraktalne difuzije opada sa njihovim faktorom. koeficijenata fraktalne
difuzije u zavisnosti
od parametara

Zakl_] ucak fraktala.

Novouvedena vrednost, koeficijent fraktalne difuzije, uspesno je pri- Figure 5 (pervious
menjena za opisivanje procesa difuzije na drvolikim objektima, ¢ija se di- page).

menzija ne moZze okarakterisati celim brojem. Dobijene su vrednosti koje Coefficients of fractal
diffusion in function

sa visokom pouzdano$c¢u govore o proucavanoj pojavi. Dalja smernica mo-
of fractal parameters.

glo bi biti racunanje koeficijenta fraktalne difuzije za sloZenije fraktalne
strukture, kao i njegovo povezivanje sa Hauzdorfovom fraktalnom di-
menzijom objekta, S§to je za model drveta bilo neizvodljivo. Takode bi bilo
interesantno ispitati difuziju na drvo-fraktalima ¢iji parametri nisu konzis-
tentni (tj. menjaju se po sluajnom principu) na svim njihovim delovima,
Sto bi Citavi model priblizilo realnoj situaciji.

Dorde Nijemcevic and Jelena Uzunovic

The Fractal Diffusion

The aim of the research was to find the speed of diffusion on simple
binary tree-like fractals, which were determined by the ratio of parent and
children branch length, and the angle between branches with the same par-
ent. For that purpose, the computer simulation was made. The mean par-
ticle distance from the place where diffusion started (named <r>) was
calculated along with time (7). It was shown that the form of the depend-

ence was <r> = a ta, where a is the constant, and O is the unit called the
quotient of fractal diffusion.

If the object we’re exploring diffusion on is divided in n little com-
plementary parts (so we can assume the mass — distribution in each part

as uniform), the <r> is calculated as
n

m:.:

it

1
i=1
<r>=—
n
m;

i=1
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where m; is the mass in the part i, whose distance from the place where
diffusion started is ;.

The distribution of mass, needed for the upper formula, was calcu-
lated by the method of succsessive convolution of polynomial that repre-
sents the mass distribution, and the one that represents the particle —
velocity distribution in each part.

The results show that the quotient of fractal diffusion decreases along
with the ratio of parent and children branch length, as well as along with
the angle between the same — parent branches.
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